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Ilustre proj. Jacomo Stdvale 

Saudagoes. 

Passando para a Reserva do Exercito, em jins de 1935, paia 
loao destinei o restante de minhas energias ao magisterio particular, 
urna vez que sempre nutri grande entusiasmo pelo ensino secunddrio. 

Matemdtica, joi a maUria escolhida para lecionar, o que, alids, 
ja o jizera inurneras vezes, particularmente. 

Encontrei para o exercicio desta nobre miliianga, o programa 
do Colegio Pedro II, baixado com o decreto n.° 19890 de 18 de abril 

de 1931. . . 

Lidas as instrugoes pedagogicas, ou sejam as novas airetnzes 
do ensino secunddrio, comecei a meditar nas dijiciddad.es para o 
aluno, privado do manuseio de.livros adequados a nova pedagogic. 

Aparecem, porem, os primeiros compendios articidados aque- 
las instrugoes. Adquiro alguns, leio outros, escritos, em geral, com 
extrema concisdo, menos, portanto, para o aluno que para o proprio 

mestre. __ 

Eis que > em 1937, resolvo apelar para a sua colegdo. E, a pro- 
porgdo que penetro no assunto, vou sentindo, com justeza, o segredo 
do livro para o aluno, do livro que sdmente os verdadeiros pedagogos 
sabem jazer, porque sentem, de perto, as dijiciddades do estudante 
uioderno, obrigado a uma exiensao de conhecimentos muito major 
que os de outrora. 

Leio um por um dos componentes do seu quinteto matemdtico, 
e acabo por adotd-los entre meus alunos, com absolida conjianga e 
serenidade, certo de que, em clareza, orientagao e seguranga, nenhum 
outro conjunto pode supera-los. 

Os sens livros, escritos como joram com sobriedade, riqueza de 
exercicios, jecundidade de conceitos adequados a compreensao dos 
mogos, ajirmo com lealdade e entusiasmo, vao alem das exigencies 
modernas do ensino ; e se enquadram tao bem aos intuitos do decreto 
acima citado, que e jdcil prever o exito, ja assinalado, do brilhante 
servigo que o Amigo presta ao magisterio secunddrio, e a mocidade 
estudiosa do Brasil. 


(a) C. d Waljredo Reis 


P r e f a c i o 


A 

E STE livro contem o desenvolvimento do programa 
de Matematica para a segunda serie ginasial, de 
aeordo com a portaria ministerial de 11 de julho de 1942. 

Antes de inicia-lo, tive de resolver urn problema 
didatico. As tres primeiras unidades do programa em 
aprego sao as seguintes : 

/ 

Unidade I — Areas 
Unidade II — Volumes 
Unidade III — Sistema metrieo 


Por onde comegar? Para seguir rigorosamente o 
programa, deveria comegar pelas areas. Mas, neste caso, 
nao poderia logicamente fazer aplicagoes das formulas a 
olao relntivas. visto nao ter ainda desenvolvido o capi- 


tulo do sistema metrieo. 

Comegar pelo sistema mdtrico? Ver-me-ia tambdm 
em situagao embaragosa, por nao poder explicar o que 
sao unidades de area e o que significant, sem que os estu- 
dantes saibam calcular a area de um retangulo ou a de 
um quadrado. 1 

Resolvi a dificuldade fazendo o que a experienoia 
me ensinou durante 44 anos de magisterio. Comecei 
pelo sistema metrieo ; explicando as unidades de area e 
de volume, mostrei ao mesmo tempo como se determina 
a area do retangulo ou a do quadrado, assim como o 
volume do bloco retangular ou o do cube. 
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gEnfim, desenvolvendo o capitulo Sistema metrico, 
nele introduzi os pontos principais dos capitulos Areas 
e Volumes, capitulos dstes que terminei no fim do com- 
pendio. 

* 

* * 

Os srs. professores encontrarao no fim deste volume, 
os quadrados e os cubos dos nuxneros naturals, de 
1 a 1 000, e as raizes quad rad as e cubicas desses mes- 
mos numeros, calculadas com drro inferior a meio dd- 
cimo milesimo, por falta ou por excesso. Estas tabelas, 
colhidas em 6tima fonte, foram transcritas com excepcio- 
nal cuidado, sendo pouco provavel que nelas existam 
erros. Todavia, se algum drro for encontrado, muito 
grato ficarei pela comunicagao. 

* 

* 

Espero, com invulgar interdsse, que os srs. profes- 
sores se dignem escrever-me a respeito ddste comperidio. 

Julgo indispensavel uma crftica sincera, porem cons- 
trutiva, em beneffcio dos nossos j ovens alunos que serao 
amanha uma radiosa mocidade firmemente entrinchei- 
rada para defender a honra e a integridade do nosso 
amado Brasil. 

S. Paulo, fevereiro de 1943. 

O Atjtor 

Rua Safira, 9. 


Prefacio da Primeira Edipao 

DO 

SEGUNDO ANO DE MATEMlTICA 

E’ indigno de se chamar homem, 
quern ignora que o lado e a diagonal 
de um quadrado sao grandezas inco- 
mensur&veis. 

Platdo 

S EM duvida alguma, e bela e util a nova orientagao 
dada ao ensino da Matem&tica pela douta Congre- 
gagao do Coldgio Pedro II. Os quatro ramos da Matd- 
m&tica Elementar, convdm que sejam ensinados parale- 
lamente, desde o primeiro ano do curso ginasial. Mas o 
ensino simultaneo d^stes quatro ramos nao pode ser feito 
atabalhoadamente, como o pretendem alguns autores- 
E’ necessario que os j ovens estudantes tenham os seus 
conhecimentos perfeitamente classificados, assim como 
se classificam os livros de uma biblioteca. E e ainda 
necessario que tenham livros onde encontrem a reproduqao 
jiel das ligoes de seus professores. Acabemos com o ca- 
derno de apontamentos que e a causa principal da falen- 
cia do ensino secundario, no Brasil. 

Adquirirao assim uma sabedoria de gaveta, objetou- 
me, um dia, uma das figuras de maior relevo no magis- 
terio paulista. Talvez ; mas esta gaveta nao sera a de 
um sapateiro. E, depois das longas ferias de verao, 
quando, continuando o curso secundario, tiverem esque- 
cido algumas das nogdes adquiridas no ano anterior, 
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saberao onde encontra-las. E’ tirar da gaveta o livro 
onde estudaram, e a recordable sera rapida e suave. 

Enquanto durar esta confusao no ensino da Mate- 
matica ; enquanto os professores, por falta de livros 
adequados, ditarem as suas ligoes, assistiremos sempre, 
no fim do ano letivo, ao mesmo fenomeno doloroso e 
deprimente : os estudantes, com poucas e confusas no- 
goes relativas ao assunto sobre o qual vao ser examinados, 
jazem o que podera para passar ; aquelas poucas nogoes 
desaparecem como o orvalho ao cal or das f6rias estivais 
e? no ano seguinte, os estudantes nada sabem do que 
aprenderam no ano anterior e nada tern na gaveta. E 
terminam o curso secundario, em regra geral, nao sa- 
bendo calcular o custo de 38 centimetres de seda a 251000 
o metro, o desconto de 5% em uma fatura, a area de um 
terreno qualquer, etc 

E’ o que estamos observando ha vinte anos. 

Corregoes, sugestoes, criticas, verbalmente ou por 
carta, serao por mim recebidas com vivo prazer, em 
minha residencia, rua Safira, 9. 

Sao Paulo, margo de 1932. j . 

0 Atjtok 


i 


Indice-Sumario 


. - V 

ARITMETICA PRATICA 

C\p. T — Sistema metrico decimal 

§ § Pdgs ; 

1. Diferentes especies de grandezas... 1 

2. Medigao direta ou indireta de uma grandeza 2 

3. Grandezas elementares 7 

4. Unidades de comprimento 7 

5. Os submdltiplos do metro e as fragSes decimals 9 

6. Mudanga de unidade nas medidas de comprimento . . 10 

7. Unidades de superficie 

8. Os submultiplos do metro quadrado e as fragoes decimals 17 

9. Mudanga de unidade nas inedidas de superficie 19 

10. Os multiplos do metro quadrado 20 

11. Unidades agr&rias.. 24 

12. O volume de um corpo 27 

13. O bloco retangular 27’ 

14. O cubo ; o decimetre ciibico e o centimetre ciibico. . 29 

15. O metro ciibico 31 

16. Volume do bloco retangular 31 

17. Volume do cubo 33 

18. O volume 6 uma grandeza composta 34 

19. As unidades de volume 34 

20. Mudanga de unidade nas medidas de volume 36 

21. Os multiplos do metro cubico 37 

22. Unidades de capacidade 40 

23. Redugao de volumes a capacidades 41 

24. Unidades de peso - 43 

25. Os corpos e sua densidade 46 

26. O movimento uniforme 49 

27. Unidade para medir angulos 52 

28. Unidades de tempo . . . 56 


Cap. II — Poteneias e raizes 

29. Definigoes 

30. Quadrado da soma de dois mimeros 59 

31. Quadrado da diferenga de dois mimeros 80 



XIV 


Elementos de Matemdtica 


32. Cdlculo mental 

33. Diferenga entre os quadrados de dois mimeros inteiros 


consecutivos gg 

34. Raiz quadrada gg 

35. Quadrados perfeitos e imperfeitos gg 

36. , Extragao da raiz quadrada gy 

37. Processo espontaneo para extr'air uma raiz quadrada. 68 

38. Processo usual para extrair uma raiz quadrada .... 69 

39. Prova da raiz quadrada 72 

40. O resto na extragao da raiz quadrada 72 

41. Operagoes de terceira espdcie 73 

42. A radiciagao. 74 

43. Teoremas relativos i\s poteneias e raizes 75 

44. Adigao e subtragao de poteneias 78 

45. Potencia de um produto 79 

46. A caracteristica de um quadrado perfeito 79 

47. Quadrado das fragoes decimais 81 

48. Raiz quadrada das fragoes decimais 81 

49. Raiz quadrada com erro predeterminado ....'. 84 

50. Quadrado das fragoes ordindrias . 86 

51. Raiz quadrada das fragSes ordindrias 87 

52. Uso das tabelas 90 

Cap.- Ill — Razoes e proporgoes 

53. Razao. . . ; g2 

54. Razao aritmdtica 93 

55. Razao geomdtrica 93 

56. Inteirar os termos de uma razao geometrica 94 

57. Eqtiidiferengas 96 

58. Proporgoes 97 

59. Proposigoes ; teoremas e axiomas 98 

60. Teorema fundamental das eqiiidiferengas 100 

61. Teorema fundamental das proporgoes 105 

62. Propriedades das proporgoes 112 

Cap. IV — Grandezas proporcionais 

63. Grandezas diretamente proporcionais 125 

64. Grandezas inversamente proporcionais 126 

65. Regra de tr£s 128 

66. O metodo de redugSo & unidade 131 

67. Regra de tres composta 136 

68. Definigao da regra de tres composta 141 

69. Porcentagem 143 

70. Definigoes 145 

71. Cdlculo da porcentagem 146 



Indice-Sumdrio 


XV 


72. Prego liquido 

73. Cdlculo da taxa 14g 

74. Cdlculo do principal 14Q 

75. Formulas 259 

76. Formula para calcular a porcentagem 151 

m Formula para calcular um prego liquido 152 

78. Formula para calcular um prego de venda. . 152 

79. Divisao em partes diretamente proporcionais 153 

80. Divisao em partes proporcionais a tres mimeros dados. 155 

^1* Divisao em partes inversamente proporcionais. . 159 

82. A drea do retangulo 4gj 

83. Regra de sociedade 

84. Juros; definigSes 2gg 

85. Problemas sobre juros jgg 

86. Dados c, i, t, calcular j 269 

87. Dados i, t, j, calcular c 272 

88. Dados c, t, j, calcular i 274 

89. Dados c, i, j, calcular t 276 

90. Dados s, i, t, calcular c 277 

91. Dados s, i, t, calcular j ’ 278 

92. Juros pelo metodo dos divisores fixos.. i«n 

93. Taxa rnddia de juros 281 


GEOMETRIA INTUITIVA 
/ 

Cap. V — Areas 


94. Area de uma figura plana 283 

95. Area do retangulo e do quadrado 184 

96. Area do paralelogramo 287 

97 . Area do triangulo 289 

99 . Area do trapezio 293 

100. Area do poligono iqc 

101. Area do circulo 296 

102 . Unidades inglesas de &rea " 297 

Cap. VI — Volumes 

103. Volume do bloco retangular e do cubo 198 

104. O volume de um prisma 299 

105. O volume de uma piramide 201 

106. Volume do cilindro de revolugao . 202 

107. Volume do cone de revolugao... 202 

108. Unidades inglesas de volume 203 


Tabelas de quadrados e cubos, raizes quadradas e cdbicas 204 



ARITMETICA PRATICA 


Capitulo I 


Sistema Metrico Decimal 

1. Diferentes especies de grandezas. Ja aprendemos em 
que consiste uma grandeza. (E.M.P.V. §41) (*) Vimos que as 
grandezas podem ser continuas ou descontinuas. Um segmento 
de reta e uma grandeza contlnua, porque e um todo cujas partes 
ndo sao distintas umas das outras. Com efeito, podemos consi- 
derar um segmento de reta como sendo constituldo por numerosos 
segmentos retillneos consecutivos e colineares, (E.M.P.Y. § 17) e 
ggtes segmentos, ndo distintos uns dos outros, podem ser tantos 
quantos quizermos. 

Uma pilha de livros 6 uma grandeza descontinua ou dis- 
creta porque e um todo cujas partes sao distintas umas das outras ; 
com efeito, em uma pilha de liyros, cada parte e um livro. ^ 

..Medir uma grandeza e compard-la com outra da mesma especie, 
porem conhecida, dejinida, perjeitamente determinada. Esta se- 
gunda grandeza, perfeitamente determinada, e chamada unidade. 

Portanto, para medir um segmento de reta, a unidade e outro 
segmento de reta ; para medir um angulo, a unidade deve ser 
outro angulo ; para medir uma superficie limitada, a unidade 
sera outra superficie limitada ; e assim por diante. 

A medida de uma grandeza e um mimero concreto ; 3 metros, 
36 graus, 42 metros quadrados, 16 quilogramas, etc.. 

As grandezas medidas sao chamadas quantidades. 

(*) E.M.P.V. significa Elementos de Matemdtica, Primeiro Volume, 
do mesmo autor deste comp^ndio. 
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A unidade para medir uma grandeza pode ser arbitr&ria ou 
determinada. E’ arbitrdria , quando a grandeza que se quer 
medir 4 contlnua ; 4 determinada, quando a grandeza que se quer 
medir 6 descontinua. (E.M.P.V. §41) 

A avaliagao de uma grandeza descontlnua nao oferece difi- 
culdade. Medir, por exemplo, uma pilha de livros, significa 
contar os livros que formam esta pilha. Co si tar 4 uma operagao 
que aprendemos nos primeiros anos da escola primaria, e 4 justa- 
mente da operagao de contar que resulta a primeira nogao do 
numero. A grande dificuldade esta na avaliagao das grandezas 
descontinuas. 

A Matematica e a ciencia que. tem por Jim determinar as 
relagoes que existem entre as dijerentes grandezas, de modo que se 
possam determinar umas por inter mSdio das outras. 

Veremos pouco a pouco, com numerosos exemplos, o signi- 
ficado desta definigao. (§2) 

2. Medigao direta ou indireta de uma grandeza. Para 
medir uma grandeza temos .de compara-la com outra da mesma 
esp4cie, tomada como unidade. Esta comparagao, porem, pode 
ser jeita de um modo direto ou indireto. 

Queremos medir o eomprimento de uma sala de aula. To- 
mamos o metro e verificamos quantas v4zes ele esta contido no 
segmento que representa o eomprimento da sala. E ficamos sa- 
bendo que a sala de aula tem, por exemplo, 12 metros de compri- 
mento. O eomprimento da sala foi obtido de um modo direto, isto 
4, aplicando a grandeza unidade sobre o segmento que represen- 
ta o eomprimento da sala, tantas vezes quantas foi possivel. 

Um segmento retilineo e medido diretamente. 

E o numero resultante e chamado eomprimento do segmento 
retilineo. (*) 

A grandeza de um angulo tamb4m pode ser medida direta- 
mente. Fazemos coincidir o angulo dado com um dngulo igual 
do transferidor e verificamos que o Angulo dado mede, por exem- 
plo, 48 graus. 

Um angulo e, em geral, medido diretamente. 

(*) Convem observar que a medigao de um segmento retilineo muito 
extenso, por exemplo, um segmento com alguns quilometros de eomprimento, 
pode ser Jeita indiretamente, como aprenderemos mais tarde. 


E o numero resultante e chamado amplitude do angulo. 
(E.M.P.V. § 22) (*) 

A massa de um corpo, imprdpriamente chamada peso, 

( § 22) 4 uma grandeza que tamb4m se mede, em geral, de um 
modo direto. 

O mesmo acontece com o tempo. E’ tamb4m uma grandeza 
que se avalia diretamente, com o auxilio de um cronometro. 

Vejamos agora em que consiste a medigao indireta de uma 
grandeza. O exemplo mais simples, e que vamos apresentar 
neste par&grafo, 4 o da medigao de uma certa porgao de super- 
flcie plana e limitada, com a forma de um retangulo ou de um 
quadrado. 

Suponhamos que dois meninos, Carlos e Raul, estao dis- 
cutindo a respeito da superficie de dois terrenos retangulares, 
dos quais sao os respectivos possuidores. Nao chegando a um 
acordo, procuram seu professor para que este decida a questao.. 
0 professor Ihes diz que 4 necessario que mega rn a superficie 
de seus terrenos, para que se possa dizer qual 4 o maior. Mas 
os meninos respondem que nao sabem medir uma superficie. 
Entao o professor explica-lhes que medir uma superficie limi- 
tada consiste em verificar quantas vezes esta superficie 
con tem outra superficie tambem limitada, conheeida, e 
tomada como unidade. 

Alguns dias depois voltam os dois meninos com o resultado 
de seus trabalhos. Diz Carlos que a superficie de seu terreno 
cont4m 240 v6zes a superficie de uma tabua e diz Raul que a 
superficie de seu terreno cont4m 75 vezes a superficie de uma 
folha de zinco. E o professor responde-lhes que ainda nao pode 
dizer qual dos dois terrenos 4 o maior, porque ele nao conhece 
a superficie da tabua, nem a da folha de zinco. Para que ele 
possa dizer qual dos dois terrenos 4 o maior, 4 necessario que 
os dois meninos megam a superficie de seus terrenos, tomando 
como termo de comparagao uma superficie conheeida, por 
exemplo, a superficie de um quadrado cujo lado mede um 
metro. 


(*) Aprenderemos mais tarde, quando estudarmos Trigonometria, que 
a amplitude de um angulo pode ser obtida indiretamente. 
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Os dois meninos objetam que nao podem medir a super- 
flcie de seus terrenes com o auxllio do metro quadrado, porque 
eles nao tern esta medida a sua disposigao. Entao, responde o 
professor, vao ao carpinteiro e mandem fazer uma tabua com a 
forma de um quadrado cujo lado mega um metro. 

Armados com estas explicagoes, os dois meninos retiram-se 
para proceder novamente a avaliagao de seus terrenos. Carlos 
verificou que o seu terreno tinha 96 metros quadrados e Raul 
verificou que o seu terreno tinha 84 metros quadrados. 

0 processo que o professor ensinou aos meninos para medir 
a superficie de um terreno, e o processo direto. Mas nao 6 
usado por ser muito penoso e demorado. Diretamente s6 se 
medem os segmentos de reta, os angulos, o tempo, etc.. 

Como proceder se quisermos medir diretamente a superficie da 
nossa sala de aula? Em primeiro lugar A necessario mandar fazer 
uma tabua quadrada cujo lado mega um metro. Depoxs e necessario 
retirar da sala todos os moveis. Finalmente procuramos verificar 
quantas vezes a superficie do metro quadrado esta eontida na 
superficie da sala. E ficamos sabendo que a nossa sala tern, por 
exemplo, 56 metros quadrados de superficie. (*) 

Nao A diflcil pei’ceber a grande dificuldade dAste processo 

para medir superficies. . > 

Neste paragrafo quisemos apenas explicar em que consxste 
a medigao direta de uma superficie. A superficie escolhida para 
medir uma superficie qualquer, isto A, a unidade de superficie, 
6, em geral, o metro quadrado. TambAm pode ser o declmetro 
quadrado, o centlmetro quadrado, etc.. 

O metro quadrado e um quadrado cujo lado mede um 

metro. . , 

O declmetro quadrado e um quadrado cujo lado mede 

um declmetro. 

O centimetre quadrado e um quadrado cujo lado mede 
um centlmetro. 

O milimetro quadrado e um quadrado cujo lado mede 
um milimetro. 

(*) Os estudantes podem medir diretamente a superficie de um livro, 
de um caderno, de um estojo, etc., colocando estes objetos sobre uma 
f 61 ha de papel milimetrado. 
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Vejamos agora em que consiste a medigao indireta de uma 
superficie retangular ou quadrada. Tracemos em papel milime- 
trado, um retangulo ABCD, com 8cm de comprimento (AB) e 
6cm de largura (AD). Se contarmos os centimetres quadrados 
existentes no interior do retangulo ABCD, verificaremos que 
eles sao 48, e diremos que a Area do retangulo ABCD e de 48 
centlmetros quadrados. Ora, 48 A o produto de 8 (comprimento 
do retangulo) por 6 (largura do retangulo). Portanto, 

8 centlmetros X 6 centlmetros = 48 centlmetros quadrados (1) 

Tracemos em papel milimetrado, um retangulo ABCD com 
35mm de comprimento (AB) e 15mm de largura (AD). Se con- 
tarmos os millmetros quadrados existentes no interior do retan- 
gulo ABCD, verificaremos que eles sao 525, e diremos que a Area 
do retangulo ABCD, A de 525 millmetros quadrados. Ora, 525 
Ao produto de 35 (comprimento do retangulo) por 15 (largura 
do retangulo). Portanto, 

35 millmetros X 15 millmetros = 525 millmetros quadrados (2) 

Tracemos no quadro-negro um retangulo ABCD, com 7dm 
de comprimento (AB) e 5dm de largura (AD). Em seguida, tra- 
cemos dentro deste retangulo, uma porgao de paralelas, no sen- 
tido do comprimento e no sentido da largura. A distancia entre 
duas paralelas consecutivas deve ser de 1dm, a con tar de qualquer 
um dos vertices. Se contarmos os declmetros quadrados existentes 
no interior do retangulo ABCD, verificaremos que 61es sao 35, 
e diremos que a Area do retangulo ABCD A de 35 declmetros 
quadrados. Ora, 35 A o produto de 7 (comprimento do retan- 
gulo) por 5 (largura do retangulo). Portanto, 

7 declmetros X 5 declmetros = 35 declmetros quadrados (3) 

1 

Vamos ao recreio e tracemos no terreno um retangulo 
ABCD, com 12m de comprimento (AB) e 7m de largura (AD). 
Em seguida, tracemos dentro deste retangulo, uma porgao de 
paralelas, no sentido do comprimento e no sentido da largura. 
A distancia entre duas paralelas consecutivas deve ser de 1 metro, 
a contar de qualquer um dos vArtiees. Se contarmos os metros 
quadrados existentes no interior do retangxxlo ABCD, verificare- 
mos que Ales sao 84 e diremos que a Area do retangulo ABCD A 
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de 84 metros quadrados. Ora, 84 6 o produto de 12 (compri- 
mento do retangulo) por 7 (largura do retangulo). Portanto, 

12 metros X 7 metros = 84 metros quadrados (4) 

Observando os quatro resultados a que chegamos (igualdades 
1, 2, 3 e 4) podemos estabelecer a seguinte 

Regra. Para determinar a drea de um retangulo, medem-se o 
comprimento e a largura com a mesma unidade de comprimento. 
Em seguida, multiplicam-se os dois numeros obtidos. O resultado 
representa a drea do retdngulo, em quadrados cujo lado e igual a 
unidade de comprimento escolhida para medir o comprimento e a 
largura do mesmo retdngulo. 

Metros multiplicados por metros dao metros quadra- 
dos. O que se quer dizer com esta frase 6 o seguinte : expri- 
mindo o comprimento e a largura de um retdngulo em metros, e 
multiplicando os dois valores, o produto representa a drea do re- 
tdngulo em metros quadrados. Analogamente, decimetros multi- 
plicados por decimetros dao decimetros quadrados, etc.. 

Para determinar a area de um quadrado 6 bastante medir 
o comprimento de um de seus lados e multiplicar fete numero 
por si mesmo. 

Se tragarmos em papel milimetrado um quadrado cujo lado 
mega 7 centimetros, verificaremos imediatamente que fete qua- 
drado contain 49 centimetros quadrados. Se o lado do quadrado 
medir 30 milimetros, o quadrado contera 900 milimetros qua- 
drados. Se o lado de um terreno quadrado mede 12 metros, fete 
terreno contem 144 metros quadrados. 

Chama-se drea de um retangulo ou de um 
quadrado, o numero que exprime quantas ve- 
zes este retangulo ou quadrado contem a uni- 
dade de superficie. 

Observa?ao. Acabdmos de aprender, de um modo pr&tico, como se 
determina a area de um retangulo. E, ao mesmo tempo, apresent&mos uma 
primeira justifieapao da nossa definigao da Matematica. ( § 1') Com efeito, 
foi necesssirio estabelecer a relagao existente entre o comprimento, a largura 
e a Area de um retangulo para que, por meio das duas primeiras grandezas, 
comprimento e largura, se pudesse determinar a terceira, isto 6, a Area do 
retangulo. 
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3. Grandezas elementares. As grandezas elementares sao 
trfe : o comprimento, a rnassa e o tempo. Estas trfe grandezas 
sao chamadas elementares, porque delas se derivam as outras. (*) 

Observagao. Com a palavra comprimento, a grande maioria dos au- 
tores desigha, indiferentemente, um segmento de reta, AB, e o ntimero que 
exprime quantas vczes cste segmento contem outro tornado como unidade, " 
isto e, a medida do segmento AB. 

Grandezas compostas sao as que se definem por meio de 
produtos ou quocientes de outras grandezas elementares ou compos- 
tas. (*) Como exemplo de uma grandeza composta podemos citar 
a area de um retangulo a qual, como ja vimos anteriormente 
(§2) resulta do produto de duas grandezas elementares, isto 6, 
os comprimentos de dois lados consecutivos de um retdngulo, 
chamados, em particular, comprimento e largura ou base e altura 
' do mesmo retangulo. 

Veremos adiante que o volume de um corpo & tamb6m uma 
grandeza composta, resultante do produto de trfe comprimentos, 
isto e, de tres grandezas elementares, ou do produto de uma area 
por um comprimento, isto e, de uma grandeza composta por uma 
grandeza elementar. (§14) 

A velocidade de um corpo em movimento 6 tambfen uma 
grandeza composta. Suponhamos que um automdvel percorre 
160 quilometros em 5 horas. A velocidade (media) deste auto- 

mdvel 6 de quilometros por hora, isto e, 32 9 u ^ meiros . 

o hora 

Vemos assim que a velocidade 4 uma grandeza composta, resul- 
tante do quociente de duas grandezas elementares : o compri- 

mento e o tempo. 

Para medir uma grandeza continua & necess&rio adotar uma 
unidade. As unidades escolhidas para medir as grandezas elemen- 
tares sao chamadas unidades fundamentais absolutas. No 
Brasil, as unidades fundamentais absolutas sao o metro, o quilo- 
grama e o segundo, de acordo com o Decreto Lei n. a 4 257 de 16 
| de junho de 1939. 

4. Unidades de comprimento. A unidade legal de com- 
primento e o metro. 0 metro e igual, aproximadamente, h quadra- 
gesima milionesima parte do meridiano terrestre, isto e, se divi- 
dirmos um meridiano terrestre em 40 000 000 de partes iguais, 

(*) Euclides Roxo, Unidades e Medidas, pdgs. 14 e 15. 



8 


Elementos de Matematica 


cada uma destas partes mede aproximadamente um metro. Donde 
resulta que a distancia entre os dois polos da Terra, medida ao 
longo de um mcridiano, 4 de 20 000 000 de metros, aproximada- 
mente, e a distancia de um dos polos da Terra, ao equador ter- 
restre, sempre medida ao longo de um meridiano, e de 10 000 000 
de metros, tamb6m aproximadamente. 

As vezes, o metro e uma unidade pequena para medir o com- 
primento de uma linha ; outras vezes e grande. Eis por que os 
organizadores do sistema metrieo estabeleceram outras unidades 
de comprimento maiores e menores do que o metro ; sao os mul- 
plos e os submultiplos do metro. 

Chamam-se multiplos do metro, as unidades de comprimento 
maiores do que o metro, e submultiplos do metro, as unidades de 
comprimento menores do que o metro. 

O metro linear 6 a unidade principal de comprimento ; sens 
multiplos e submultiplos sao as unidades secunddrias. 

Os multiplos usuais do metro sao tr6s : o decametre, o hect6- 
metro e o quilometro. Estes nomes sao constituidos pelas palavras 
gregas deca, hecto e kilo, ligadas a palavra metro. Ora, deca significa 
dez ; hecto significa cem ; kilo significa. mil. Donde se conclue que . 

Um decametro vale 10 metros. 

Um hectometro vale 100 metros. 

Um quilometro vale 1 000 metros. 

Os submultiplos do metro sao tres : o decimetre, o 'centi- 

metre e o milimetro. Estes nomes sao constituidos pelas pa- 
lavras latinas deci, centi e milli ligadas a palavra metro. Ora, 
deci significa um decimo ; centi significa um centesimo ; milli 
significa um milesimo. Donde se conclue ^que : 

Um decimetro e a decima parte do metro. 

Um centlmetro e a centesima parte do metro. 

Um milimetro e a milesima parte do metro. 


(A) 



'quilometro 

(km) 


1 000 metros 

Multiplos ... < 

hectometro 

(hm) 

= 

100 metros 


.decametro 

(dam) 

= 

10 metros 

Unidade 

metro 

(m) 

x= 

1 metro 


["decimetro 

(dm) 

3S 

0,1 do metro 

Submultiplos ^ 

centlmetro 

(cm) 

= 

0,01 do metro 


^milimetro 

(mm) 



0,001 do metro 
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0 quadro A cont4m os nomes das unidades de comprimento, 
suas abreviaturas e seus valores em relagao ao metro. 

Entre outros multiplos e submultiplos do metrO, devemos 
mencionaro megametro (1 000 000 de metros) e o micron (0,000 001 
do metro ou 0,001 do milimetro) cujos simbolos respectivos sao 
Mm e [ a (letra grega que se le mu). 

Consideremos o numero 37 548. E’ um numero abstrato 
porque nao se menciona o nome da unidade. Entretanto, se 
dissermos 37 548 metros, o numero tornar-se-a concreto, visto 
que se menciona o nome da unidade. 

JA sabemos que ldam = 10m, lhm = 100m e 1km = 1 000m. 

EogO, o decametro e uma dezena de metros. 

O hectometro e uma centena de metros. 

Q quilometro e um milhar de metros. 

Entao, voltando ao numero 37 548m, conclue-se que : 

O algarismo 8 represents metros. 

O algarismo 4 represents decametros. 

O algarismo 5 represents hectometres. 

O algarismo 7 represents quilometros. 

E, lembrando os principios da numeragao, teremos : 

37 548m = 3 754,8dam = 375,48hm» 

37 548m = 37,548km 

5. Os submultiplos do metro e as fragoes decimals. 

Consideremos a fragao decimal 3,758. E’ um numero abstrato 
porque nao se menciona o nome da unidade.* Entretanto, se dis- 
f sermos 3,758 do metro ou simplesmente 3,758m, o numere tor- 

nar-se-a concreto, visto que se menciona o nome da unidade. 
Ja vimos que : 

O decimetro e a decima parte do metro. 

O centlmetro e a centesima parte do metro. 

O milimetro e a milesima parte do metro. 

Entao, voltando ao numero 3,758m, resulta que : 

O algarismo 3 representa metros. 

O algarismo 7 representa decimetres. 

O algarismo 5 representa centimetros. 

_ O algarismo 8 representa milimetros. 

Portanto, 3,758m = 37,58dm = 375,8cm — 3 758mm. 
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6. Mudanga de unidade nas medidas de comprimento. 

Dizemos habitualmente que a unidade das medidas de compri- 
mento 6 o metro. Nao 6 bem verdade ; o metro 6 a unidade prin- 
cipal das medidas de comprimento, mas nao 4 a unica unidade. A 
unidade das medidas de comprimento pode ser qualquer : o hect6-_ 
metro, o centimetro, o quilbmetro, o milimetro, etc.. Escolhe-se 
a unidade de acordo com a linba cujo comprimento se quer medir. 

As conclusoes a que chegamos nos dois paragrafos anteriores 
podem ser resumidas no quadro seguinte : 


(B) 


Nos numeros que representam comprimentos, a unidade 
escolhida e indicada pela abreviatura correspondente, como se 
ve no quadro ao lado. Os numeros escritos neste quadro devem 
ser lidos assim : 


3 metros e 58 centimetros 

24 decametros e 276 centimetros 

38 decimetros e 95 milimetros 

93 hectometros e 45 678 milimetros 

469 centimetros e 7 milimetros 

35 quilometros e 293 856 milimetros 


Consideremos o numero 3,58m. De acordo com o quadro B, 
dste numero contem 3m, 5dm e 8cm, e e igual a 35,8dm ou 358cm. } 

Consideremos o numero 24,276dam. De acdrdo com o qua- 
dro B, 6ste numero contem 2hm, 4dam, 2m, 7dm e 6cm. E 4 
igual a 2,427 6hm ou 242,76m ou 2 427,6dm ou 24 276cm. 

E assim por diante. 


3,58m 
24,276dam 
38,95dm 
93,456 78hm 
469,7cm 
35,293 856km 


u. de milhar 

centenas 

dezenas j 

unidades 

GO 

O 

a 

*0 

VD 

centesimos 

Xfl 

0 

.§ 

CO 

a 

9 

6 

9 

5, 

3 

4 

7 

km 

hm 

dam 

m 

dm 

cm 

mm 
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Portanto, a mudanga de unidade nas medidas de .compri- 
mento 4 um problema que se resolve com um deslocamento sim- 
ples e conveniente da virgula. 

Exercicios orais 

Reduzir os comprimentos que se seguem, k unidade indicada entre pa- 
renteses. 

1. 1km (hm) 22. 350mm (m) 44. 6,27km (mm) 

2. 1km (dam) 23. 2 348mm (m) 45. 3 468m (dam) 

3. 1km (m) ^ 24. 478cm (m) 46. 5 643dm (dam) 

4. 1km (dm) ' 25. 324dm (m) 47. 47 528cm (dam) 

5. lkxn (cm) 26. 7,8da,m (m) 48. 109 720mm (dam) 

6. 1km (mm) 27. 5,6hm (m) 49. 4,367hm (dam) 

7. lhm (dam) 28. 7,28km (m) 50. 5^93^ (dam) 

8. lhm (m) 29. 9,7m (dm) 54. 3 ,748m (hm) 

9. lhm (dm) 30. 2 389mm (dm) 52 _ 6 239dam (hm) 

10. lhm (cm) 31. 6 724cm (dm) 53> 45 7g6dm (hm) 

11. lhm (mm) g. Wto g) 54. 5,496km (hm) 

12. ldam (m) 34] £3^ ( ^) 55. 273 548mm (hm) 

13. ldam dm) 35. 5 b )2 7dm (c ' m) 56. 2 376dam (km) 

^ am cm \ 36. 8,6dam (cm) 57 - 37 563m ( km ) 

15. ldam (mm) 37. 3 7hm (cm) 58. 293 587dm (km) 

16. lm (dm) 38> 4)2 km (cm) 59. 93,47dam (km) 

17. lm (cm) 39. 34,567mm (cm) 60. 0,4 do km (m) 

18. lm (mm) 40. 8,7dm (mm) 61. 0,37 do dam (mm) 

19. 1dm (cm) 41. 4)9 rn (mm) 62. 0,428 do hm (dm) 

20. 1dm (mm) 42. 5,6dam (mm) 63. 0,93 do m (mm) 

21. 1cm (mm) 43. 3,81hm (mm) 64. 0,56 do hm (dm) 


22. 350mm (m) 

23. 2 348mm (m) 

24. 478cm (m) 

25. 324dm (m) 

26. 7,8dam (m) 

27. 5,6hm (m) 

28. 7,28km (m) 

29. 9,7m (dm) 

30. 2 389mm (dm) 

31. 6 724cm (dm) 

32. 8,26dam (dm) 

33. 7,45hm (dm) 

34. 4,38m (cm) 

35. 56,27dm (cm) 

36. 8,6dam (cm) 

37. 3,7hm (cm) 

38. 4,2km (cm) 

39. 34,567mm (cm) 

40. 8,7dm (mm) 

41. 4,9m (mm) 

42. 5,6dam (mm) 

43. 3,81hm (mm) 


Exercicios: S^rie I 

Problemas s6bre medidas de comprimento 

1. Calcular 3,27hm + 5 896dm + 23,8dam + 34 796cm + 47m + 658dm 
+ 5,683km + 9dam. 

2. Calcular em decimetros 8 396mm + 7 857cm + 9 394dm + 37m + 
+ 8,529hm 4- 37,539 8dam + 67,3cm. 

3. Calcular em decimetros 3 799cm + 8km + 6 931m +9dam + 
+ 3 854m -f- 85 728dm -f- 37hm -)- 3145 67mm. 

4. Calcular em milimetros 614cm + 4,277dam + 856m + 344dm + 
+ 2,57hm + 8km + 6,37hm + 52m. 

5. Calcular o prepo de 76,24m de sida a CrJ 36,70 o metro. 

6 . Calcular o prego de 0,498m de seda a Cr.$ 52,00 o metro. 

7. Uma pega de seda com 14,36m custa Cr.$ 530,00. Qual 6 o prego 
de um metro ? 

8. Um fio de platina com 2,537m custa Cr.$ 3 640.00. Qual e o prego 
de um declmetro? 
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9. Comprei sSda a Cr.S 27,40 o metro e paguei Cr.S 518,40. Quantos 
metros comprei ? 

N. B. Todas as v6zes que urn quociente representa metros, deve ser 
calculado com tres algarismos decimals. 

10. Comprei seda a Cr.S 36,00 o metro e paguei Cr.S 12,40. Quantos 
metros comprei ? (Resolva-se fiste problema. com uma dnica operagao.) 

11. Comprei fio de platina a Cr.S 400,00 o metro e gastei Cr.S 42,80. 
Quantos metros comprei? 

V 12. Um fio de ago com 346 metros A transformado em agulhas, cujo 
comprimento A de 0,042m. Vendendo estas agulhas a Cr.S 0,06 a ddzia, 
qual serA a import Ancia recebida? 

N. B. Se o dividendo e o divisor sao comprimentos,. 6 necessArio re- 
duzf-los a mesma unidade. Para dividir 27dam por 25dm, isto 4, para ven- 
ficar quantas vAzes uma linha com 25dm estA contida em outra Imha com 
27dam, 6 necessArio reduzir os dois comprimentos- h mesma unidade. 

13. Quantos degraus tem uma escada com 122,88m de altura, sendo 
a altura de cada degrau igual a 24cm? 

14. Uma escada com 90,22m de altura, tem 347 degraus. Qual 4 a 
altura de cada degrau ? 

'15. Dez postes estao colocados em linha reta. A distAncia entre dois 
postes consecutivos 4 de 9,37m. Qual 6 a distAncia do primeiro ao dltimo 

v- 16 . Ao lado de uma estrada de ferro foi construfda uma linha tele- 
gr^fica. Se a distAncia entre dois postes consecutivos 4 de 32,8m, e se os 
postes sao 13 675, qual <5, em quil6metros, a distAncia do primeiro ao ultimo 

P0Ste 17 . XJma linha telegrAfica tem 762,405km de comprimento. A distAn- 
cia que separa dois postes consecutivos quaisquer desta linha 4 de 53 metros. 
Qual 4 o ndmero de postes? 

18. Uma linha telegrAfica tem l'82km de comprimento. Os postes sao 
4 376 e sao equidistantes. Qual 4 a distancia entre dois postes consecutivos 

19. Plantam-se Arvores em ambos os lados de uma avenida, a 18 metros 
umJS das outras. A distancia entre cada uma das extremidades da avemda e 
a primeira Arvore 4 tamb4m de 18 metros. O comprimento da avemda 4 de 
42 84hm. Calcular a quantia nc cess Aria para plantar estas Arvores, se cada 
uma delas custa Cr .S 3,70 e o trabalho custa Cr.S 1,50 por Arvore. 

20. Um lavrador tem um terreno retangular de 264m por 154m. Quer 
plantar caf5 nesse terreno. As mudas devem ser plantadas no sentido 
do comprimento e no sentido da largura, e de modo tal que, quer num sentido 
quer no outro, a distAncia entre duas mudas consecutivas seja de uma braga 
ou 10 palmos. (2,2m) Se cada muda custa Cr.S 0,50 e o trabalho de plantA-.a 

custa Cr.S 0,34, em quanto ficarao as despesas desta plantagao? 

21. Cerca-se um terreno retangular de 570m por 360m, com urn duplo 
fio de arame. fiste fio 4 pregado em estacas equidistantes umas das outras, 
havendo uma estaca em cada vArtice do terreno. O intervalo entre duas es- 
tacas consecutivas 4 de 0,40m. Um r61o de arame tem 360 metros e custa 
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Cr.S 56,70. As estacas sao pagas a Cr.S 83,50 cada cento. Calcular o custo 
da cerca. 

22. A toeza de Paris mede aproximadamente 1,98m. Calcular em 
toezas a distancia do polo Norte ao Equador, do polo Norte ao polo Sul, 
e o comprimento do meridiano terrestre. 

23. O meridiano terrestre mede 40 000 000 de metros. Calcular o 
comprimento do grau do meridiano, do minuto e do segundo, com erro 
inferior a 0,01m. 

24. A circunferencia da roda de um automovel mede 1,86m. Quantas 
voltas darao as quatro rodas deste autom6vel, mima distancia de 37hm? 

25. Com 107,48m de um fio de metal, fiz pregos de 43,8mm cada um. 
Vendendo estes pregos a Cr.S 0,72 a ddzia, quanto reeebf? 

26. Uma sala mede 8,4m de comprimento por 6,5m de largura. Faz-se 
o assoalho desta sala com tAbuas de 21dm de comprimento e 52mm de largura. 
A tAbua 4 comprada a razao de Cr.$ 2,70 por metro linear. Calcular o custo 
do assoalho. 

N. B. Para resolver este problema, nao 4 permitido calcular a Area 
da sala e da tAbua. " •. 

27. Em uma sala quadrada cujo perfmetro mede 31 metros, extende-se 
um tapete quadrado cujos bordos ficam a 0,87m das paredes. Calcular o 
perfmetro do tapete. 

28. Para proteger um reservatorio de Agua, de base quadrada, e com 
um perfmetro de 791 metros, construiu-se uma cerca a 1,75m de distancia 
dos bordos do reservatdrio. Pagou-se Cr.$ 3,80 por metro de cerca. Cal- 
cular o custo de toda a cerca. 

29. Em um salao retangular d.<i 18,7m por 12,9m, extende-se um tapete 
cujos bordos ficam a 0,53 das paredes. Calcular o perfmetro do tapete. 

30. Para proteger um campo de futebol com 138,7m de comprimento 
por 94,33m de largura, construiu-se uma cerca a 3,49m de distancia das linhas 
marginais do campo. Calcular o custo da cerca a razao de Cr.S 8,79 o metro. 

31. Um terreno retangular mede 2,3578km por 75,64dam. Abrem-se 
‘ duas ruas neste terreno, perpendiculares entre si, uma no sentido do 

comprimento e outra no sentido da largura, e de modo que o terreno fica 
dividido em 4 retangulos iguais. A largura das duas ruas 4 de 11,7m. Em 
seguida, cercam-se os quatro retangulos, pagando-se Cr.S 3,80 por metro de 
cerca. Calcular o custo das 4 cercas. 

j,32. Calcular o comprimento e a largura de um retangulo cujo perf- 
metro 4 de 117,4m, sendo o comprimento igual ao triplo da largura. 

33. Calcular o comprimento e a largura de um retangulo, cujo perf- 
metro 4 de 297,4m, sendo o comprimento igual ao quadruplo da largura. 

34. Calcular o comprimento e a largura de um retangulo, cujo perf- 
metro 4 de 438,6m, sendo o comprimento igual ao qufntuplo da largura. 

35. Calcular o comprimento e a largura de um retangulo, cujo perf- 
metro mede 52m, sendo a largura igual a tres quintos do comprimento. 

36. Calcular o comprimento e a largura de um retangulo, cujo perf- 
metro mede 374m, sendo a largura igual a tres sAtimos do comprimento. 
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37. Calcular o comprimento e a largura de um retangulo, cujo perf- 
metro mede 26,1m, sendo o comprimento igual a onze quartos da largura. 

38. Calcular o comprimento e a largura de um ret&ngulo, cujo peri- 
metro mede 42,3m, sendo o comprimento igual a treze quintos da largura. 

39. Um agrimensor mediu o comprimento de uma avenida, servindo- 
se de uma corrente met&lica de dez metros (corrente do agrimensor) e achou 
2 358,7m. Mas, em seguida, verificou que a corrente estava defeituosa, fal- 
tando 56mm para completar os dez metros que a corrente deve ter. Qual 
e o comprimento exato da avenida? 

40. Um negociante vendeu 37,8m de s6da a Cr..$ 53,80. Mas, o metro 
com o qual tile mediu a seda c.stfi errado, por ter 31mm mais do que o metro 
legal. Qual foi o seu prejuizo? 

41. Um engenheiro mediu o comprimento de uma estrada de rodagem 
e achou 314,8km. Mais tarde verificou que tinha cometido um Srro para 
mais de 0,45m em cada heet6metro. Qual 6 o comprimento exato da estrada ? 

Comprei arame para cercar mn terreno cujo perimetro 6 de 
137,947dam. A cerca deve ser feita com 3 fios. Mas, devido a uma grande 
baixa da temperatura, o arame diminuiu 4mm em cada metro. Quantos 
metros de arame devo comprar para concluir a cfirca ? 

*43. Um fio de cobre, a zero graus, tem um comprimento de 4,37m. 
Qual sera o comprimento dSste mesmo fio, a 60 graus se, para cada grau o 
fio aumenta de 0,000018 por metro? 

*44. Um fio de prata, a 60 graus, tem um comprimento de 9,25m. Qual 
serd o comprimento deste mesmo fio, a 25 graus se, para cada grau, o fio 
aumenta de 0,000019 por metro ? 

H45. Uma fita de zinco, a zero graus, tem um comprimento de 14,8m. 
Qual serd seu comprimento a 100 graus se, para cada grau, a fita aumenta 
de 0,00003 por metro ? 

46. O comprimento de duas pegas de sMa 6 de 35,85m. Tiram-se 
12,3m de cada uma das pegas e o que resta da primeira 6 igual ao d6bro do 
que resta da segunda. Qual 6 o comprimento de cada pega? 

M7. O comprimento de tr&s pegas de brim 6 de 42,3m. Tiram-se 5,7m 
de cada , uma das pegas e entao o resto da primeira 6 igual a 3 vezes o resto 
da terceira, e o resto da segunda 6 igual a 2 vezes o resto da terceira. Qual 
6 o comprimento de cada pega ? 

. 48 * Um trilho tem 15,8m de comprimento. Entre dois trilhos deixa-se 
um intervalo de 6,4mm. (por qu6 ?) Quantos metros de trilhos serao necessd- 
nos para construir uma estrada de ferro com 53,510132km e de linha dupla? 

s 49. i Pedro e Paulo vao a pe da praga da Republica at<5 a Avenida Atlfln- 
tica. Pedro percorre 123,8m por minuto e Paulo percorre 1,93m por segundo. 
Ao cabo de uma hora e tr6s quartos, qual 6 a dist&ncia que separa os dois? 

50. Dois automobilistas A e B partem de S. Paulo com destino ao 
Prio de Janeiro. O automobilista A parte ks 6 horas da manha com a velo- 
cidade nridia de 37,6km por hora. O automobilista B parte &,s 7 horas e 12 
minutos com a velocidade nridia de 51,8km por hora. A que horas B alcan- 
garfi A? 


Sistema Meirico Decimal 


15 


, 7 ; Unidad es de superficie. Ja vimos em que consiste a 

. area de uma porgao de superficie plana limitada. (§2) Na pra- 
tica empregamos mdiferentemente as palavras drea e superficie, 
embora nao sigmfiquem precisamente a mesma coisa. Nao ha 
grande mal msto, contanto que nao se perca de vista o seguinte : 
Quando dizemos que a superficie de inn terreno mede 320 metros 
quadrados, queremos dizer que a drea desta superficie limitada e de 
320 metros quadrados. 

V ma / rea grandeza composta. (§3) A unidade de 

f (oude superficie) nao 4, pois, uma unidade fundamental ; 4 

uma unidade derivada. 

,i . 

A unidade de area e um quadrado cujo la- 
do e torna do como unidade de comprimento. 

' comn C ? n M d !i re T S & figUra L (pag ' 16) Se 0 lad « AB 4 tornado 
como unidade de comprimento, o quadrado ABCD serd a uni- 

: So 6 STAR 86 mede . um metro > ABCD 4 um metro qua- 

t n’ Se , AB mede A uma bra 5 a > ABCD 4 uma braga quadrada : 

r^m“t%r nt e etr °' ABCD " um dec4metr0 <•“*»*>! 

« a drm * 

Assim como acontece com o metro linear, o metro quadrado 

drea 6 Se 4 mmt ° grande 011 muito Pequeno para determinar uma 
area. Bis por que existem outras unidades de area, maiores e 
menores que o metro quadrado. 

O metro quadrado e a unidade principal de drea: sens multi- 
plos e submultiplos sao as unidades secundarias N 

Voltemos a fig. 1. Se o lado AB mede um metro linear 
e estando Aste segmento dividido em dez partes iguais resulta 

ABCD^mTdTnd AM Um de ) dmetro ^ar. Orf, o quadrado 
AMNO rS ^ uadrado - resulta que o quadrado 

AMNO mede um decimetre quadrado. E a figura nos mostra 

1 metro quadrado = 100 declmetros quadrados 
quadrado’ ^ decimetl ’° <l uadrado « a cenUsima parte de um metro 




lg El ementos de Matemdtica 



E a faixa ABGO sendo a decima parte do metro quadrado 
ABCD resulta de pronto que : 

0,1 do metro quadrado = 10 decimetros quadrados 


Supondo que o lado AB mega urn decimetre, ABCD sera 
urn decimetre quadrado, AMNO sera urn centimetre quadrado, 
e concluiremos que: 

1 decimetre quadrado = 100 centimetres quadrados 
1 cenZetro\uadrado = 0,01 do decimetre quadrado 
0,1 do declmetro quadrado = 10 centimetres quadrados 
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Enfim, supondo AB igual, sucessivamente a um decametre, 
um hectometre, um quil6metro, um centimetro, etc jtabelec^ 
remos com facilidade as conclusoes resumidas no quadro que se 

segue. _ 


1 Mbi/ra-LOS 


f quilometro quadrado (km 2 ) = 1 000 000m 
, . . < hectometre quadrado (hm 2 ) = 10 000m^ 

1 decametro quadrado [(dam 2 ) = 100m 


Unidade { metro quadrado (m 2 ) - 1m 2 

f declmetro quadrado (dm 2 ) = 0,01 do m 2 

SmmfaTm.os [ SU 0,000 001 do m- 


Nos paragrafos anteriores ficou explicado em que consiste 
a medigao de uma porgao limitada de superflcie < como se c :al- 
cula a area de um retangulo e a de um quadrado, etc., loi t 
b6m explicado o que significam as segumtes Irases : 

metros X metros dao metros quadrados. 

decimetres X decimetres dao decimetros quadrados. 
centimetres X centimetres dao centimetres quadrados. 
milimetros X milimetros dao ' milimetros quadrados. 

8. Os submdltiplos do metro quadrado e as fragoes 
decimals. De acordo com o quadro (C) podemos estabelecer que. 


lm 2 =■ 100dm 2 | lm 2 = 10 000cm 2 


100cm 2 1 

100mm 2 i 


ldm 2 = 10 000mm 2 


lm 2 = 1 000 000mm 2 


Se um m 2 tern 100 dm 2 , ldm 2 e a centesima parte do m 2 . Con- 
sideremos o numero 3,48 (3 unidades e 48 ^mmos). Escr^ 
vendo m 2 a direita deste numero, teremos 3,48m-, isto 6, 3m e 48 
centesimos do m 2 . Alas, centesimos do m 2 sao decimetros quadra- 
dos Logo, 3,48m 2 signifies 3m 2 e 48dm 2 . Consideremos o numero 
7 8m 2 Sao 7m 2 e 0,8 do m 2 . Ora, 0,1 do m 2 tern 10dm , entao 
0 8 do m 2 sao 80dm 2 . Portanto, 7,8m 2 sao 7m 2 e 80dm ou 7_,80m-. 
Donde se conelue que, para ler mimeros como 3,6m . . /,um • • - 

0 4m 2 . . ■ convem j untar um zero a direita P a ^ te n f ^ C1 2 na ^ 
para dar a fetes mimeros a forma 3,60m , 7 50m 0,40m . E 

seguida, ler-se-a 3m 2 e 60dm 2 , 7m 2 e 50dm 2 , 40dm 2 . 
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Exerclcios cm classe 


Tomando como unidade o m 2 , eserever as areas seguintes : 


1. 3m 2 e 7dm 2 

2. 28dm 2 

3. 5m 2 e 1dm 2 

4. 46dm 2 


5. 2m 2 e 30dm 2 

6. 238dm 2 

7. 3m 2 e 525dm 2 

8. 376dm 2 


9. lm 2 e 346dm 2 

10. 2m 2 e 600dm 2 

11. 7 438dm 2 

12. 4m 2 e 56dm 2 


Ler de todos os modos possiveis, as areas seguintes : 

13. 3,45m 2 I 15. 0,59m 2 J 17. 5,1m 2 ; 19. 647dm 2 

14. 5,58m 2 J 16. 2,8m 2 j 18. 13,8m 2 | 20. 533dm 2 

Se um m 2 tern 10 000cm 2 , 1cm 2 e a decima milesima parte 

do m 2 . Consideremos o numero 7,005 8 (7 unidades e 58 decimos 

mildsimos). Escrevendo m 2 em lugar da virgula, teremos 7,005 8m 2 , 
isto 6, 7m 2 e 58 decimos milpsimos do m ? . Mas, ddcimos mil&imos 
do m 2 sao centimetres quadrados. Logo, 7,0058m 2 significa 7m 2 
e 58cm 2 . 

Exerclcios em classe 

Tomando como unidade o m 2 , eserever as areas seguintes : 


1. 3m 2 e 44cm 2 | 4. 5m 2 e 2 358cm 2 { 7. 56dm 2 e 348cm 2 

2. lm 2 e 47cm 2 j 5. 593cm 2 | 8. 259dm 2 e 37cm 2 

3. 2m 2 e 346cm 2 i 6. 47dm 2 e 93cm 2 i 9. 3m 2 , 5dm 2 e 7cm 2 

Ler de todos os modos possiveis, as areas seguintes : 

10. 4,3628m 2 j 12. 0,478m 2 i 14. 0,1234m 2 

11. 0,5739m 2 ; 13. 0,001m 2 [ 15. 0,447m 2 

Se lm 2 tern 1 000 000 mm? , 1mm 2 e a milionesima parte do 

m 2 . Consideremos o numero 4,000057 (4 unidades e 57 miliond- 
simos). Escrevendo m 2 a direita deste numero, teremos 4,000057m 2 , 
isto 6, 4m 2 e 57 milionesimos do m 2 . Mas, milionesimos do m 2 sao 
mm 2 . Logo, 4,000057m 2 significa 4m 2 e 57mm 2 . 

Exerclcios em classe 

Tomando como unidade o m-, eserever as areas seguintes : 

1. 4m 2 e 38mm 2 | 4. 11m 2 e 2 578mm 2 j 7. 15cm 2 e 34mm 2 

2. 7m 2 e 96mm 2 | 5. 25 748mm 2 j 8. 3m 2 , 7cm 2 e 9mm 2 

3. 5m 2 e 387mm 2 | 6. 7dm 2 e 86mm 2 i 9. 5dm 2 , 8cm 2 e 6mm 2 


4. 5m 2 e 2 358cm 2 

5. 593cm 2 

6. 47dm 2 e 93 cm 2 
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Ler de todos os modos possiveis, as areas seguintes : 

10. 3,574916m 2 j 12. 2,405060m 2 \ 14. 0,572284m 2 

11. 0,84276m 2 j 13. 0,22334m 2 J 15. 7,63527m 2 

Consideremos o numero 3,574829. Escrevendo m 2 a direita 
deste numero, teremos 3,574829m 2 . E de tudo o que dissemos 
neste paragrafo resulta que : 

3,574829m 2 = 3m 2 -f 57dm 2 + 48cm 2 T 29mm 3 
4,36827m 2 = 4m 2 -j- 36dm 2 + 82cm 2 + 70mm 2 
5,4123 m 2 = 5m 2 + 41dm 2 + ,23cm 2 
6,293m 2 = 6m 2 + 29dm 2 + 30cm 2 

7,56m 2 = 7m 2 + 56dm 2 

8,9m 2 = 8m 2 + 90dm 2 

9. Mudanga de unidade nas medidas de superficie. 

O metro quadrado 6 a unidade principal de area. Mas a uni- 
dade de area pode ser qualquer : o dam 2 , o dm 2 , o hm 2 , o cm 2 , 

etc.. Escolhe-se a unidade de area, de _____ 

aeordo com a porgao de superficie limn g m - 

tada que se quer medir. g S S m 

As conclusoes a que chegamos no ^ J 3 o 

pardgrafo anterior podem ser resumidas '| § J : g . 

no quadro ao lado. ^ 

Nos numeros que representam 3 ; 57 43 29 

areas a unidade escolhida e represen- 

tada pela abreviatura correspondente. 

Consideremos o numero 3,4752m 2 . m cm mm 

De aedrdo com 0 quadro D, este mi- 

mere cont^m 3m 2 , 47dm 2 e 52cm 2 ’ E, 3,475 2m 2 = 347,52dm 2 = 
34 752cm 2 = = 3 475 200mm 2 . 

An&logamente, 8,563 7dm 2 = 0,085 637m 2 = 856,37cm 2 = 
= 85 637mm 2 . 

Portanto, a mudanga de unidade nas medidas de superficie 
6 um problema que se resolve edm um deslocamento simples e 
conveniente da virgula. 


m 

VD 

a 

6 

CQ 

vi) 

a 

.2 

'1 

48 

29 

cm 2 

mm 2 


856,37cm 2 = 
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Exercicios em claase 


Reduzir as dreas que se seguem & unidade indicada entre parentescs. 


1. 8m 2 (mm 2 ) 

2. 9dm 2 (cm 2 ) 

3. 7dm 2 (mm 2 ) 

4. 6cm 2 (mm 2 ) 

5. 3,27m 2 (mm 2 ) 

6. 0,85m 2 (mm 2 ) 

7. 0,036m 2 (mm 2 ) 

8. 0,4527m 2 (mm 2 ) 

9. 3,37dm 2 (mm 2 ) 


10. 0,56m 2 (cm 2 ) 

11. 0,472m 2 (mm 2 ) 
12.. 0,5793m 2 (mm 2 ) 

13. 3,8cm 2 (mm 2 ) 

14. 3,76cm 2 (mm 2 ) 

15. 0,4cm 2 (mm 2 ) 

16. 1,57cm 2 (mm 2 ) 

17. 8,9m 2 (cm 2 ) 

18. 7,36m 2 (cm 2 ) 

19. 0,8m 2 (cm 2 ) 


} 20. 0,437m 2 (cm 2 ) 

| 21. 0,5863m 2 (cm 2 ) 
i 22. 0,3987m 2 (dm 2 ) 
} 23. 3,25m 2 (dm 2 ) 

! 24. 0,698m 2 (dm 2 ) 

J 25. 23m 2 (dm 2 ) 
i 26. 9m 2 (cm 2 ) 

{ 27. 15m 2 (mm 2 ) 

| 28. 36m 2 (cm 2 ) 


10 . Os multiples do metro quadrado. Os mill tipi os do 
metro quadrado sao o dam 2 , o hm 2 e o km 2 (quadro C). Sao 
quadrados cujos lados medem respectivamente ldam, lhm e 1km. 

Voltemos a fig. 1. 

Se AB = ldam, entao AM = lm, ABCD sera ldam 2 , AMNO 
sera lm 2 e teremos ldam 2 = 100m 2 . 

Se AB = lhm, entao AM = ldam, ABCD sera lhm 2 , AMNO 
sera ldam 2 e teremos lhm 2 = lOQdam 2 . 

Se AB = 1km, entao AM = lhm, ABCD sera 1km 2 , AMNO 
sera lhm 2 e teremos 1km 2 = lOOhm 2 . 

lkm 2 = lOOhm 2 J 1km 2 = 10 OOOdam 2 > 1km 2 = 1 000 000m 2 

lhm 2 = lOOdam 2 i lhm 2 = 10 000m 2 | lhm 2 = 1 000 000dm 2 

ldam 2 = 100m 2 J ldam 2 = 10 000dm 2 i ldam 2 = 1 000 000cm 2 

Seja o numero 45 678 924. E’ um numero abstrato, porque 
nao se menciona o nome da unidade. Entretanto, se dissermos 
45 678 924m 2 , o numero tomar-se-a conereto, porque se men- 
ciona o nome da unidade. 

Ja sabemos que ldam 2 = 100m 2 , lhm 2 = 10 000m 2 , lkm 2 = 
= 1 000 000m 2 . Portanto, 

Um dam 2 e uma centena de m 2 . 

Um hm 2 . e uma dezena de miliiar de m 2 . 

Um km 2 4 uma unidade de milliao de m 2 . 

Voltando ao numero 45 678 924m 2 e dividindo-o em classes 
de dois algarismos, da direita para a esquerda, teremos : 

45 678 924m 2 = 45km 2 -f 67hm 2 + 89dam 2 + 24m 2 
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E, de acordo com os prindpios da numeragao, 

45 678 924m 2 = 456 789,24dam 2 = 4 567,8924hm 2 = 

= 45,678924km 2 

Tudo o que dissemos nos paragrafos 7 a 10 pode ser resu- 


unid. de milhao 

dez. de milhar 

centenas 

unidades 

centesimos 

'O 

f -H 

a 

m 

o 

a 

’o 

vu 

milionesimos 

37 

58 

1 9 

67 

42 

38 

29 

km 5 

hm 2 

dam 2 

m 2 

dm 5 

cm 5 

mm 2 


A mudanga de unidade nas medidas de superficie e, pois, 
um problema fadlimo. Observando o quadro E resulta que : 

37,8597km 2 = 3 785,97hm 2 = 378597dam 2 
18,37hm 2 = 0,1837km 2 = 1837dam 2 

23,59m 2 = 0,235 9dam 2 = 0,00 2359hm 2 


Exercicios orais 

Reduzir as dreas que se seguem k unidade indicada entre parfinteses. 

1. 7,8dam 2 (dm 5 ) i 10. 23,8915hm 2 (dam 5 ) | 19. 375,6m 2 (cm 2 ) 

2. 8,396hm 5 (dm 2 ) i 11. 8,39km 2 (dam 2 ) | 20. 1 385 927dm 2 (dam 5 ) 

3. 73 248cm 5 (dm 2 ) j 12. 147 528m 2 (hm 2 ) J 21. 0,3km 2 (hm 2 ) 

4. 4 7km 5 (dm 2 ) I 13. 376,57dam 2 (hm 2 ) | 22. 0,396hm 2 (m 2 ) 

5. 37,6km 2 (m 2 ) [ 14. 8,936km 5 (hm 5 ) 1 j 23. 0,008km 2 (dm 2 ) 

6. 54,9hm 2 (m 2 ) ! 15. 57 593m 2 (hm 2 ) i 24. 0,39dam 2 (dm 2 ) 

7. 87 345dam 2 (m 2 ) ' 16. 8 379m 2 (km 2 ) ! 25. 0,0047dam 2 (cm 5 ) 

8. 37 496,7m 2 (dam 2 ) \ 17. 37 586,9dam 5 (km 2 ) i 26. 0,3468dam 2 (m 2 ) 

9. 587 693cm 2 (dam 2 ) I 18. 623, 7hm 2 (km 2 ) ! 27. 0,645hm 2 (dm 2 ) ^ 

28. Tomando como unidade o metro quadrado, escrever no quadre 

r .1 A 1 o Ol 9 O ,1 „ 


19. 375,6m 2 (cm 2 ) 

20. 1 385 927dm 2 (dam 2 ) 

21. 0,3km 2 (hm 2 ) 

22. 0,396hm 2 (m 2 ) 

23. 0,008km 2 (dm 2 ) 

24. 0,39dam 2 (dm 2 ) 

25. 0,0047dam 2 (cm 5 ) 

26. 0,3468dam 2 (m 2 ) 

27. 0,645hm 2 (dm 2 ) 

ado, escrever no quadro 


28. Tomando como unidade o metro quadrado, escrever no quaaro 
negro os n&meros seguintes: 3km 5 e 26dam 2 ; 8km 2 , 37dam 2 e 9dm",' 6hm 2 , 
47m 2 e 58cm 2 , etc., etc.. 

29. E’ dado o nhmero 536 651,735 849m 2 , Ler Mg ntimero de todes 
os modos poBsfveis. ; 
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Exercicios. Serie II 
Problemas sobre medidas de superflcie 

1. Calcular em metros quadrados a area de um terreno retangular 
que mede 34,7dam de comprimento por 258,9m de largura. 

2. Calcular em dam 2 a Area de um terreno retangular que mede 7,451im 
de comprimento por 386m de largura. 

3. Calcular em dm 2 a Area de um terreno retangular que mede 27,34m 
de comprimento por 235dm de largura. 

4. Calcular em dam 2 a Area de um terreno quadrado cuio lado mede 
307,4m. 

5. Calcular em dm 2 a Area de um terreno quadrado cuio lado mede 
8,41m. 

6. Calcular^com erro inferior a 0,001m o lado de um quadrado cuja [ 
Area e de 37,9m 2 . 

7. Calcular com erro inferior a 0,001m o lado de um quadrado cuia 
Area 6 de 84,37m 2 . 

{/ 3. A Area de um ret Angulo A de 47,56dam 2 e o comprimento e de 845dm. 
Calcular em metros a largura deste retanguio, com erro inferior a 0,001m. 

9. A Area de um retanguio A de 37,56m 2 e o comprimento A de 84,5dm. 
Calcular em metros, a largura deste retanguio, com erro inferior a 0,001m. 

y 10* O perlmetro de um ret Angulo A de 37,4m e o comprimento e o triplo 
da largura. Pede-se a Area do retanguio. | 

| II- O perlmetro de um retanguio A de 37,2m e o comprimento A igual 
a cin’co vezes a largura. Pede-se a Area do retAngulo. 

12. 0 perlmetro de um retanguio e de 58,87m e a largura A igual a dois 
quintos do comprimento. Pede-se a Area do retanguio. 

13. O perlmetro de um retanguio A de 5,58m e a largura A igual a trcs 
setimos do comprimento. Pede-se a Area do retanguio. 

1 14. Um terreno de forma retangular mede 647,5m por 328,7m. Abrem- 
se duas ruas neste terreno, perpendiculares entre si, e a igual distAncia dos 
limites do terreno. Fica assim o terreno dividido em 4 quarteiroes iguais. ' 
A largura das ruas A de 11,8m. Calcular a Area das duas ruas e a Area dos 
quatro quarteiroes. 

15. Comprei um terreno quadrado por Cr.S 3 528,00, pagando Cr.$ 4,00 
por metro quadrado. Calcular o lado deste terreno, com erro inferior a 0,001m. 

/ 16. Comprei um terreno retangular por Cr.S 1 626,20, pagando Cr.S 4,70 
por metro quadrado. Calcular as duas dimensoes do terreno, com erro inferior 
a 0,01m, sabendo que o comprimento A o triplo da largura. 

y 17. Dois terrenos, um retangular e outro quadrado, sao equivalentes, 
isto A, tern a mesma Area. O retangular tern 17,8m de comprimento por 8, 7 4m 
de largura. Calcular o lado do terreno quadrado com erro inferior a 0,001m. 

A 18. Quantas tAbuas de 2,24m de comprimento por 0,18m de largura 
sao necessArias para assoalhar uma sala de 17,8m de comprimento por 7,4m 
de largura ? 

19. Quantas pedras quadradas cujo lado mede 23cm sao necessArias 
para calgar uma rua com 18m de largura e 23,38hm de comprimento ? 
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v 20. Comprei um terreno com 78,5m de comprimento por 43,7m de lar- 
gura, pagando Cr.S 3,70 por metro quadrado. Mais tarde verifiquei que o ter- 
reno tinha 2,7m de mais no comprimento e 4,3m de menos na largura. Quanto 
paguei pelo terreno ? Quanto devia ter pago ? 

21. Calcular 7,36dam J + 15,98hm 2 + 3 270m 2 + 64 790dm 2 . 

Solugao. 7,36dam 2 = 736,00m 2 

15,98hm 2 = 159 800,00m 2 
3 270m 2 = 3 270,00m 2 

64 790dm 2 = 647,90m 2 

164 453,90m 2 

Resposta. A soma pedida 6 164 453,90m 2 . 

22. Calcular 3,8m 2 + 5,9dm 2 + 7,6cm 2 + 345 000mm 2 . 

23. Calcular 4,3dam 2 + 987dm 2 + 5hm 2 + 328 600cm 2 + 93,574m 2 + 
+, 648,93dm 2 + 234 568cm 2 . 

24. Mediu-se a superflcie de um quadrado e achou-se 10,692"9dam 2 . Mais 
tarde verificou-se que o metro que servira para medir o lado do quadrado, 
estava errado, tendo 5mm mais do que o metro legal. Qual A, em metros 
quadrados, a Area exata do quadrado? 

25. Mediu-se a superflcie de um ret Angulo e achou-se 0,103 587hm 2 . 
Mais tarde^ verificou-se que o metro que servira para medir as duas dimen- 
soes do retanguio estava errado, tendo 4mm menos que o metro legal. Sendo 
o comprimento medido primitivamente igual a 47,3m, pergunta-se qual A, 
em metros quadrados, a Area exafa do retAngulo. 

26. Em um terreno de forma retangular o comprimento A o triplo da 
largura. Mediu-se o perlmetro deste terreno e achou-se 746,4m. Em seguida, 
verificou-se que a corrente estava defeituosa, faltando-lhe 6cm para os 10 
metros legais que ela deveria ter. Pede-se a Area exata do terreno. 

\ 27. Para ladrilhar um aposento com 7,48m de comprimento por 4,53m 
de largura, empregam-se ladrilhos quadrados cujo lado mede 0,32m e que 
custam Cr.S 635,00 por milheiro. O operArio encarregado dAste servigo ganha 
Cr.S 13,70 por metro quadrado. Calcular a despesa total. * 

^ 28. Cerca-se um jardim com 86,9m de comprimento por 45,7m de lar- 
gura, com uma parede de 2,36m de altura, cuja construgao custa Cr.S 8,60 por 
metro quadrado. Calcular o custo da parede. 

\29. Construiu-se uma parede com 9,6m de comprimento por 3,14m de 
altura. A despesa com os tijolos foi de Cr.S 3,70 por metro qtiadrado, pagan- 
do-se os tijolos a Cr.S 92,00 cada milheiro. Quantos tijolos foram empregados 
na construgao desta parede? 

'30. Um rolo de papel tem 7m de comprimento e 0,36m de largura. 
TTma sala tem 8,5m de comprimento, 6,4m de largura e 4,2m de altura. Tem 
tres janelas que medem 1,98m por 0,85m cada uma e duas portas que medem 
2,8m por 1,2m cada uma. O rodapA da sala tem 0,22m de altura. Quantos 
rolos de papel serao necessArios para forrar as 4 paredes desta sala ? 
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31. A superffcie de urn livro 6 de 0,28m por 0,18m. Quantos metros 
quadrados de papelao serao necessArios para cartonar 3 640 livros . 

32. Um telhado retangular tem 24,7m por 13,5m. Uma telha mede 
0 45m por 0,22m. Fazendo o telhado verifica-se que, *ao coloear uma teiiia 
s6bre a outra, eada uma delas perde 0,04m na largura. As telhas custam 
Cr.$ 65,00 cada cento. Calcular o custo do telhado e o ntimero de telhas ne e 

existente. : 

33. TJm pdteo de forma retangular tem 96 metros por 43,5m. h az-se 
neste pdteo, ao longo das paredes, um passeio com 2,20m de largura. Cal- 
cular a drea do passeio e a do retdngulo por 61e limitado. 

34. Comprei um terreno de forma quadrada, pagando ^r.S 5,00 por 
metro quadrado. As plantagoes feitas neste terreno rendem CrJ 4 500,00 
por ano e esta quantia representa 12 % da quantia que o terreno me custou. 
Calcular o lado do terreno, com Mxo inferior a 0,001m. 

11 . Unidades agr&rias. Sao as unidades que se empregam 
para avaliar a superficie de terras cultivadas, fazendas, pasta- -. 
gens, campos, matas, etc.. Sao unidades de superficie com nomes 
particulares, de ac6rdo com o fim a que se destmam. 

Sao tres : o hectare, o are e o centiare. A unidade eoare 
aue 6 igual a um decfimetro quadrado. O are tem ummultiplo 
que 6 o hectare e um submultiplo que 6 o centiare. O are e a 
unidade legal. 



Os lavradores medem suas terras em alqueires. Sao usados 
no interior do Brasil, duas espdcies de alqueires : o alqueire pau- 
lista, com 5 000 bragas quadradas e o alqueire mmeiro, com 

10 000 bragas quadradas. 

A braga quadrada 5 um quadrado cujo lado mede 2,2m. Por- 
tanto, 

1 braga quadrada = 4,84m 2 

1 alqueire paulista = 5 000 bragas quadradas = 24 200m 
1 alqueire mineiro - 10 000 bragas quadradas = 48 400m 
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Reduzir as Areas 

1. 3,75a (ca) 

2. 4,78ha (ca) 

3. 3,96ha (ca) 

4. 476 528ca (ha) 

5. 374 289ca (ha) 

6. 493,38a (ha) 

7. 3,6718ha (ares) 

8. 316 729ca (ares) 

9. 47,8m 2 (ca) 

10. 3 726ca (m 2 ) 

11. 2,29ha (m 2 ) 

12. 3,476a (m 2 ) 

13. 5,36hm 2 (ca) 

14. 3,48hm 2 (ca) 

15. 17,98dam 2 (ca) 

16. 8,59m 2 (ca) 

17. 17,6dm 2 (ca) 


Exercicios orais 

que se seguem h unidade 

{ 18. 32,478cm 2 (ca) 
i 19. 9,7km 2 (ha) 

| 20. 12,86hm 2 (ha) 

I 21. 36,79dam 2 (ha) 

! 22. 3 478,6m 2 (ha) 

] 23. 678 596dm 2 (ha) 
i 24. 3,47a (dm 2 ) 

} 25. 8,96ca (dm 2 ) 

I 26. 49,85ca (m 2 ) 

J 27. 2,479 6a (m 2 ) 

{ 28. 3,182 79ha (m 2 ) 
i 29. 6 473,8m 2 (ca) 

3 30. 12 356,7m 2 (ares) 
i 31. 4,46dam s (ares) 

' 32. 293 756,8m 2 (ha) 
i 33. 9 237,56m 2 (ares) 

J 34. 123,38dam 2 (ares) 


indicada entre parSnteses. 

i 35. 3,97hm 2 (ares) 
i 36. 6km 2 (ares) 

! 37. 374 568m 2 (ares) 
i 38. 8,37ha (dm 2 ) 

' 39. 0,84ha (dm 2 ) 

! 40. 30,72ha (dam 2 ) 

! 41. 97,48a (dam 2 ) 

42. 3 758,96ca (dam 2 ) 

43. 0,2356ha (dam 2 ) 

44. 3,427a (cm 2 ) 

45. 15,89ca (cm 2 ) 

46. 0,0478ha (cm 2 ) 

47. 376,84ha (hm 2 ) 

48. 936 527a (hm 2 ) 

49. 3 268dm 2 (ares) 

50. 648,93a (dm 2 ) 


Exercicios. Sdrie III 
Problemas s6bre medidas a gr arias 

1. Reduzir a ares 3,27ha + 528,69a + 37 586ca + 6,28dam 2 + 9,37hm 2 
+ 6 328m 2 . 

Solucao. 3,27ha = 327,00a 

528,69a = 528,69a 

37 586ea = 375,86a 

6,28dam 2 = 6,28a 

9,37hm 2 = 937,00a 

6 328m 2 = 63,28a 

Resposta. 2 238, 11a 

2. Reduzir a hectares 8,47km 2 + 23,9hm 2 + 567,48dam 2 + 23 758m 2 + 
+ 32,85ha + 6 279,47a + 345 600ca. 

Solucao. 8,47km 2 = 8 470 000m 2 

23,9hm 2 = 239 000m 2 

567,48dam 2 = 56 748m 2 

23 758m 2 = 23 758m 2 

32,85ha = 328 500m 2 

6 279,47a = 627 947m 2 

345 600ca = 345 600m 2 

Resposta. 10 091 553m 2 = 1 009,155 3ha 

3. Calcular em ares a drea de um terreno quadrado cujo lado mede 

47,8m, 
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i ™ 4 ‘ 9 alcular em hectares a 4rea de um terreno retangular com 8,45km 
de compnmento por 34,6hm de largura. 

terrenn I!™ quad / ado tern uma <4rea de 37,9a. Calcular o lado deste 

terreno, em metros, com 6rro inferior a 0 001m 

Um terreno retangular mede 3,4728ha. O comprimento 6 de 29,5dam. 
' J if * lar S ura d ^ste terreno, em metros, com erro inferior a 0,01m. 
i„ r _,’ r , m , terreno retangular mede 8,52a e o comprimento 6 o triplo da 
largura. Calcular as duas dimensoes em metros, com erro inferior a 0,001m. 
a - am , os desenhar um ret&ngulo cujo comprimento seja o triplo da largura. 
beja * a largura; o comprimento serd. 3Xi, isto 6, x+x+x 

npln i T l g f r8 Ar, IargUrf i GSt& ro P r ; esentad a Pelo segmento AD e o comprimento 
peio segmento AB ou pela soma dos segmentos AM, MN e NB, cada um dos 

quais 6 igual a x. Pelos pontos M e N 

x x C tracemos perpendiculares a AB. O retfin- 

gulo ABCD ficard dividido em 3 quadra- 
dos iguais. A drea do retSngulo ABCD 
x x x & de 8,52a ou 852m 2 . Entao a Area de um 

dos quadrados 6 852m 2 4- 3, into <5, 284m 2 . 

* -jrz — Conhecida a drea do quadrado, facil- 

x IN x B mente se obtdm o comprimento de um 
. de seus lados, isto 5, de x. 

„ p, • Ic , as dimensoes de um retdngulo cuja drea 5 de 14,8a, sendo 
a largura igual a um s£timo do comprimento. 

a 9 ’i Calcular aa dimensoes de um retingulo cuja drea e de 322 ares, 
sendo a largura igual a dois quintos do comprimento 

- a , 10 ; Calcular o valor de um terreno com 34,9dam de comprimento por 
78,5m de largura a, Cr.$ 3,70 cada centiare. 

, n ; c °mprei um terreno com 8,4a por Cr.S 3 990,00. Quanto pagarei 
por um terreno do mesmo valor quo o primeiro e com uma area de 37,53ha? 
„„ , , Cumprei um terreno com 37,4a por Cr.S 1 892,00. Quantos metros 

quadrados do mesmo terreno eu podena comprar com Cr.S 50 000,00 ? 

Cr- a dn terreno com 48 metros de largura foi vendido ao prego de 
Cr.S 4 50 por are e custou Cr.S 7 380,00. Qual e o seu comprimento? 
i ’ Aa cam Po retangular mede 120 metros de comprimento por 84 de 

™ r Wo UI u' , Cada ar « deste carn P° Produz 3 hectolitres de trigo. Vendendo-se 
cada hectolitre a Cr.S 64,00, qual e o valor de toda a colheita? 

la. Comprei tres terrenos. O primeiro e quadrado, seu lado mede 85 
metros e paguei Cr.S 8,00 por centiare; o segundo A retangular, com 15,7dam 
de comprimento por 128m de largura e paguei Cr.S 0,04 por decimetre qua- 
drado; o tercel ro tern uma drea de 3,46hm 2 e paguei Cr.S 325,00 por are. 
Quanto paguei pelos tres terrenos ? Qual 6 a sua Area, total em ares ? 

lo. Calcular o valor de dois terrenos, o primeiro com 4ha7a8ca e o 
segundo com 5hal2ca, a Cr.S 3,00 por metro quadrado. 

17. Reduzir a metros quadrados 3,47ha + 58,28a + 837 Oca 
+ 647 548m 2 ^ & heCtareS 846kln2 + 35,87km 2 + 96,25hm 2 + 1 234,62dam 2 + 

mede ^25 km 0 * 1 ^ em hectares a drea de um terreno quadrado cujo lado 
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481™* e 3. hSSf ^ «”» 

. ,ua 2 L» D ™ “ ‘ em <rea 435 ' 8 al 8 ueires P.»«as. Qual e 

alqueiS pa X “ U, “ * 45 > 81 ™’- «”» 4 * ■»* •» 

Sendrwi 2?* faZenda retan S ular tem 248 alqueires paulistas. 

metros? com P nmen to igual a 4,36km, qual e a sua largura em deca- 

24 / Um milharal tern 47 alqueires paulistas. Cada braga quadrada deste 
^ valof da r °co”LitV ltr ° S ^ qUe se vende a CrJ U 30 0 htro. Calcular 

mm tem 6m , alque5re£ ! Paulistas a drea de uma ehdeara retangular 

que tern 2 450 bragas de comprimento por 860 bragas de largura. 

12. O volume de um corpo. Medir um segmento de reta 4 
verm car quantas vezes 4ste segmento cont4m outro tornado como 
unmade. O segmento tornado como unidade 4, em geral, o metro 
e desta comparagao resulta um numero que 4 o comprimento do 
segmento. 

Medir uma porgao limitada de superflcie, uma superflcie 
iecnada, e venficar quantas vezes esta superflcie limitada con- 
tern outra superflcie tamb4m limitada e tomada como unidade. 
A superflcie limitada tomada como unidade 4, em geral, o metro 
quadrado e desta comparagao resulta um numero que 4 a drea 
da superflcie limitada. 

Medir o volume de um corpo 4 verificar quantas v6zes o 
volume deste corpo cont4m outro volume tornado como unidade. 
Alas, qual e o volume que deve ser tornado como unidade ? Para 
avaliar o_ volume de uma sala, qual 4 o volume que devemos tomar 
+x m °o?n : * de ? Se , nos disserem que o volume de uma sala con- 
t4m 240 vezeg 0 yol ume de uma caixa, 4 claro que nao podemos 
fazer id4ia do^ volume da sala, porque ha caixas de todos os tama- 
nhos, e nos nao conhecemos o tamanho da tal caixa que cabe 240 
vezes na sala Precisamos, pois, escolher uma unidade de volume 
que todos conhegam. 

m Jp Jl } ^ 0 / relaf U ,,liar - 0 bloc ° retangular jd foi definido. 

^' 1V1 oo\ V ‘^ 4 ° 4 Consi deremos o bloco retangular AG (fi«- 2 
pag. 28) v ’ 

A superflcie d4ste bloco se divide em seis porgoes chamadas 
laces. As faces de um bloco retangular sdo retdngulos, e hies retdn- 
gulos sao iguais, dots a dois ; algumas vezes, duas faces opostas de 
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H Q um bloco retangular, sempre iguais, 

>rfj| podem ser quadradas. Assim, con- 
jS i . siderando o bloco AG (fig. 2) 

— t- “pd! I Jace ABCD = Jace EFGH 

: I Jace BFGC = Jace AEHD 

| Jace ABFE = Jace DCGH 

• 1 1 As ^ aces ABCD e EFGH sao 

I I as ^ ases do bloco ; ABCD 6 a base 
i injerior e EFGH e a base superior. 

\ n Estas denominagoes sao relativas, 

j j " porque qualquer face do bloco 

i pode servir-lhe de base. Entre- 

D; •' ilnlP C tanto, 6 habitual dizer que as 

faces horizontais sao as bases do 
/ my bloco ; as faces verticals sao as 

W faces laterals. 

A B Um bloco retangular pode ter 

Fig ‘ quatro faces iguais ; nao pode ter _ 

as seis faces iguais porque, neste caso, seria um cubo. 

Os lados das faces sao as arestas do bloco retangular; AB, 
AD, AE, etc., sao arestas. Os vertices das faces sao os vertices 
do bloco retangular; os pontos A, B, C, D, etc., sao os vertices 
do bloco. 

Consideremos o vertice A, e as arestas AB, AD e AE, que 
t6m um ponto comum A. Estas tres arestas sao chamadas dimen- 
soes do bloco retangular. Uma das dimensoes e o comprimento 
do bloco ; outra e a largura ; outra e a altura. Estas denomina- 
tes sao relativas ; por exemplo, a aresta AB tanto pode repre- 
sentar o comprimento, como a largura ou a altura do bloco. 

Exercicios orais 

1. Quantas faces tem um bloco retangular? 

2. Ler a face anterior do bloco retangular (fig.2); a face posterior; a 
lateral direita; a lateral esquerda; a base inferior; . a base superior. 

3. Ler as arestas verticais; ler as arestas horizontais. 

4. Ler as dimensoes do bloco. 

Observajao. Desenhar o mesmo bloco no quadro negro, de modo que 
a base inferior fique sendo o ret&ngulo ABFE, e repetir os quatro exercicios 
anteriores. 
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14 . O cubo; o decimetre cubic© e o centimetro cdbico. 

0 cubo e um bloco retangular cujas faces sao iguais. (fig._3) 
Cada uma das faces 6 um quadrado. As doze arestas sao iguais. 

Qbservasao. Conv6m explicar aos estudantes qual a razao do desenho 
nao representar, como quadrados, duas das faces laterals, assim como as duas 
bases. E’ conveniente mostrar k classe um deefmetro cdbico de madeira ou 
de cartolina. 


Suponhamos que a aresta AB do cubo mede um decimetro. 
Neste caso, qualquer uma das faces do cubo, por exemplo, a face 
ABCD, e um decimetro quadrado. E diremos, entao, que o 
cubo representado pela fig. 3 6 um decimetro cdbico. 

O decimetro cubico e um cubo cujas arestas tem um 
decimetro de comprimento. Cada face do decimetro cubico 
6 um decimetro quadrado. 


Fig. 3 
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E, como n6s temos uma nogao exata do decimetre e do 
decimetre quadrado, estamos em condigoes de ter tamb^m uma 
no 9&° exata do decimetre ciibico. E se nos disserem que uma 
pedra tem um volume de 5 decimetres cubicos, podemos ter 
uma id^ia exata da extensao desta pedra. Portanto, o deci- 
metre cubico e uma unidade de volume. Mas nao 6 a dnica, 
como veremos adiante. 

Continuemos a examinar o cubo represen tado pela figura 3. 

E’ um decimetre cubico. Cada uma de suas faces 6 um decimetre 
quadrado. Cada uma de suas arestas 6 um decimetre linear ou 
simplesmente um decimetre. A aresta AB esta dividida em 10 
partes iguais ; logo, cada uma destas partes 6 um centimetre. 

E, supondo que a figura 3 represente uma caixa, cujo volume <§ de 
um decimetre cubico, o que n6s estamos vendo no fundo desta 
caixa sao 100 pequfenos^ cubos, dispostos em 10 linhas, cada uma 
das quais tem 10 cubos. A face de cada um destes cubos e um 
centimetre quadrado, porque estas faces sao quadrados cujos 
lados medem um centimetre. Cada um destes pequenos cubos 
6 um centimetro cubico. 

O centimetro cubico e um cubo cujas arestas tem um 
centimetro de comprimento. Cada face do centimetro cubico ' 
e um centimetro quadrado. 

E como nds temos uma nogao exata do centimetro e do cen- 
timetro quadrado, estamos tamb6m em condigOes de ter uma. nogao 
exata do centimetro cubico. E se nos disserem que um cristal tem 
um volume de 4 centimetres cubicos, podemos ter uma ideia exata 
da extensao deste cristal. Portanto, o centimetro cubico 6 tamb£m 
uma unidade de volume. Mas ainda ha outras. 

Voltemos a figura 3. Continuemos a imaginar que esta fi- 
gura representa uma caixa, cujo volume e de um decimetre cubico. 

No fundo desta caixa estamos vendo uma camada constituida por 
100 centimetres cubicos. Ora, 6 evidente que, se quisermos en- 
cher a caixa com 100 centimetres cubicos, precisamos de mais nove 
camadas de centimetres cubicos iguais a que esta no fundo da 
caixa. Portanto, esta caixa contem 10 X 100 centimetres cubicos 
ou 1 000 centimetres cubicos, isto 6, 1 decimetre cubico tem 1 000 
centimetres cubicos. 


i 
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, ! 5 ' ° ?\ cllbico ‘ Se cada aresta do cubo representado 
pela iigura 3 (§14) tivesse um metro de comprimento, cada uma 
de suas faces sena um metro quadrado e a figura 3 representa- 
na um metro cubico. Portanto, o metro cubico e um cubo 
cujas arestas tem um metro de comprimento. Mas, se a 
figura 3 representar um metro cubico, os 100 cubos que estao 
situados no fundo d6ste metro cubico serao decimetres cubicos. 

f nno e u ar f mC l S f&cllmente a conclusao que 1 metro cubico tem 
1000 decimetres cubicos. O metro cubico 6 a unidade prin- 
cipal de volume. 

16. Volume do bloco retangular. . A nossa figura repre- 
senta um bloco • retangular cujas tr£s dimensbes, BA BC e BD 
medem respectivamente 4cm, 3cm e 6cm. Suponhamos que este 
bloco representa uma caixa vazia que nos queremos encher com 
oados, cada um dos quais seja exatamente um centimetro cubico. 
E facil compreender que a primeira camada de dados sera cons- 



Fig. 4 
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tituida por 4 X 3 ou 3 X 4 dados, isto e, 12 dados. E obser- 
vando que, para encher esta caixa sao necessanas 6 camadas, 
cada uma com 12 dados, conclue-se que o numero total de dados 
nue esta caixa contem e 4 X 3 X 6 ou 3 X 4 X 6 dados. Cada 
um dos dados sendo um centimetre cubico, diremos que o volu- 
me deste Moco e 72 centimetros cnbieos. 


Para maior clareza apresentamos, subdividido em quatro 
porgoes (fig. 5) o mesmo bloco retangular ABCD (fig. 4) para que 
se veja que file contem realmente 27dm 3 . 



Fig. 5 


Se as dimensoes de um bloco retangular sao 5cm, 6cm e Bern 
um raciocinio analogq nos mostrara que o volume do bloco 
K y j5 X 8 = 240 centimetros cubicos. Sendo 4dm, 5dm e 10dm, 
o volume sera 200 decimetres cubicos. Sendo 7m, 4m e 11m, o 
volume sera 308 metros cubicos. Podemos pois estabelecer 

seguinte . 

Re^ra. Para calcular o volume de um bloco retangular, e 
bastante calcular o produto das suas ires dimensoes, medidas com 

a mesma unidade de comprimento. 

E se observarmos que o produto das dimensoes BA e BC 
do bloco representa a area da base do mesmo bloco, concluire- 

mos que : : , . 

O volume de um bloco retangular e igual ao produto 

da area da base do Moco pela altura do mesmo bloco. 
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Convem nao esquecer que : 

m X m X m = metros cubicos 
dm X dm X dm = dedmetros cubicos 
cm X cm X cm — centimetros cubicos 


Exercicios em classe 

Area lateral de um bloco retangular 6 a soma das dreas das quatro 
faces laterais. 

Reunindo a drea lateral com a drea das duas bases, teremos a Area total 
do bloco retangular. 

1. Desenhar um bloco retangular (fig.4) no qual a aresta BA mega 6cm, 
a aresta BC, 5cm, e a aresta BD, 8cm. Quantos centimetros cubicos contem 
este bloco ? Qual 6 o seu volume ? Qual 6 a drea da base ? E da face oposta 
k base? E da face lateral direita? E da face lateral esquerda? E da face 
anterior ? E da face posterior ? Qual e a drea lateral do bloco ? E a Area total ? 

2. Um reseryatorio de dgua mede 12 metros de comprimento, 7 metros 
de largura e 5 metros de profundidade. E’ alimentado por um adutor que, 
ao cabo de mna hora, faz o nlvel da dgua subir de um metro. As 6 horas da 
manha, estando o tanque vazio, abre-se o adutor. Qual serd, o volume de 
dgua existente no reservatorio, as 7 horas da manha ? E hs 8 horas ? E ds 9 
horas? E as 10 horas? E as 11 horas? 

17. Volume do cubo. Considerando a fig. 3 (§14) e su- 
pondo que a aresta deste cubo mega 10 centimetros, ja vimos 
que este cubo pode conter 1 000 centimetros cubicos. E diremos 
que o volume deste cubo e 1 000 centimetros cubicos. ® 

Supondo que a aresta de um cubo mega 6 centimetros, e 
raciocinando como no paragrafo anterior, facilmente concluiremos 
que o volume do cubo e 6X6X6 = 216 centimetros cubicos. 

Se a aresta medir 5 dedmetros, o volume do cubo sera 
5X5X5 = 125 dedmetros cubicos. E assim por diante. Portanto, 

Regra. Para calcular o volume de um cubo, mede-se o com- 
primento de uma das arestas, e eleva-se este comprimento a terceira 
potencia. 0 resultado representa o volume do cubo em cubos cuja 
aresta e igual a unidade de comprimento que joi escolhida para 
medir a aresta. 

Exercicios em classe 

1. Desenhar um cubo cuja aresta tenha 6cm. Quantos cm quadrados 
cont6m cada uma das faces? Quantos cm cubicos contdm este cubo? 

2. Desenhar um cubo cuja aresta tenha 7cm. Quantos cm quadrados 
contem cada uma das faces? Quantos cm cubicos contem este cubo? 
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3. Yejo uma pedra de forma cdbica, cuja aresta mede 8dm. Quantos 
dm quadrados contem cada uma de suas faces ? Quantos dm cubicos de pedra 
podem ser feitos com esta pedra ? 

4. A nossa sala de aula tem a forma de um cubo. O comprimento da 
sala 6 de 9 metros. Qual 6 a largura ? Qual 6 a altura ? Quantos metros 
quadrados contem o assoalho ? E o forro ? E cada uma das paredes ? Qual 
6 a superffcie da sala? Qual 6 o volume da sala? 

18. O volume e uma grandeza composta. O volume 6 
uma grandeza composta. (§3) Com efeito, ele 6 o produto de 
tres comprimentos, isto e, as tres dimensoes de um bloco retan- 
gular ou de um cubo ; e tambem o produto de umg, area por um 
comprimento, isto e, a area da base de um bloco retangular ou 
de um cubo, pela altura do mesmo bloco ou cubo. 

A medigao direta de um volume e uma operagao dificilima, 
senao imposslvel. A nossa sala de aula tem a forma de um bloco 
retangular. Se quisdssemos medir diretamente o volume da nossa 
sala, deveriamos enche-la com metros cubicos feitos de madeira 
ou de qualquer outra substancia e, depois, contar estes cubos. 
E’ facil de perceber a . dificuldade deste processo .de medir. 

19. As unidades de volume. A unidade legal das medidas 
de volume e o metro cubico; ja foi definida. (§15) 0 metro 
cubico e a unidade principal de volume ; seus multiplos e sub- 
multiplos sao as unidades secundarias. 


(G) 


O quadro G contem todas as unidades de volume do sistema 
metrico decimal, as suas abreviaturas e os seus valores em relagao 
ao metro cubico. 

Se um m 3 tem 1 000dm 3 , entao 1 dm? e a milesima parte do 
m 3 . Consideremos o numero 3,478 (3 unidades e 478 milesimos), 
Escrevendo o simbolo m 3 a direita deste numero, teremos 3,478m 3 , 
isto 6, 3m 3 e 478 milesimos do m 3 . Mas, os milesimos do m 3 sao 
dm 3 . Entao, 3,478m 3 significa 3m 3 e 478dm 3 . Consideremos o 
numero 7,8m 3 . Escrevendo dois zeros a direita da parte fracio- 


MtlLTIPLOS . . * 

' quilometro cubico (km 3 ) = 1 000 000 000m 3 

hectometre cubico (hm ! ) = 1 000 000m 3 

. decimetre cdbico (dam 3 ) = 1 000m 3 

Unidade ... 

metre 

cdbico (m 3 ) = lm 3 

SuBMULTIPLOS < 

' decimetre 
centimetre 
^ milfmetro 

cdbico (dm 3 ) = 0,001 do m 5 

cdbico (cm 3 ) = 0,000 001 do m 3 

cdbico (mm 3 ) = 0,000 000 001 do m 3 


Sistema Metrico Decimal 


35 


naria, este numero nao se altera. Portanto, 7,8m 3 = 7,800m 3 = 
= 7m 3 e 800dm 3 . Do mesmo modo, 4,57m 3 = 4 570m 3 = 4m 3 
e 570dm 3 . ’ 

Exerclcios em classe 


Toman dd como unidade o m 3 , escrever os volumes seguintes : 


1. 3m 2 e 7dm 3 

2. 2dm 3 

3. 48dm 3 

4. 359dm 3 


5. 647dm 3 

6. 9m 3 e 40dm 3 

7. 2m 3 e 34dm 3 

8. 4 578dm 3 , 


9. 7m 3 e 6dm 3 

10. 45dm 3 

11. 7m 3 e 8dm 3 

12. 5m 3 e 37dm 3 


Ler de todos os modos possiveis, os volumes seguintes: 

13. 4,537m 3 { 15. 0,089m 3 J- 17. 0,293m 3 i 19. 8,7m 3 

14. 6,259m 3 ; 16. 0,546m 3 [ 18. 7,48m 3 { 20. 3 456dm 3 

Um m 3 = 1 000dm 3 ; um dm 3 = 1 000cm 3 ; logo lm 3 = 
1 000 000 cm 3 . Entao, 1 cm 3 e a milionesima parte do m 3 . 
Consideremos o numero 3,578 946 (3 unidades, 578 mil&jimos e 946 
milionesimos). Escrevendo o simbolo m 3 a direita deste numero 
teremos 3 578 946m 3 , isto e, 3m 3 , 578 milesimos do m 3 e 946 milio- 
nesimos do m 3 . Mas, milesimos do m 3 sao dm 3 e miliondsimos do 
m 3 sao cm 3 . Entao, 3,578 946m 3 significa 3m 3 i 578dm 3 e 946cm 3 . 


Exerclcios em classe 

Tomando como unidade o m 3 , escrever os volumes seguintes 


4. 5m 3 e 647cm 3 

5. 31dm 3 e 58cm 3 

6. 4m 3 , 10dm 3 e 8cm 3 


7. 47 895cm 3 

8. 7m 3 e 42cm 3 

9. lm 3 , 2dm 3 e 4cm 3 


Ler de todos os modos possiveis, os volumes seguintes : 

10. 3,476 870m 3 j 12. 0,073 56m 3 j 14. 0,000 2m 3 

11. 5,607 080m 3 r 13. 0,124 85m 3 | 15. 0,007 8m 3 


Um m 3 = 1 000 000 000 de mm 3 . Entao 1mm 3 e a bilio- 
nesima parte do m 3 . Consideremos o numero 7,345 678 219. 
(7 unidades, 345 milesimos, 678 milionesimos e 219 bilionesimos).' 
Escrevendo o simbolo m 3 a direita deste numero, teremos 
7,345 678 219m 3 , isto 6, 7m 3 , 345 milesimos do m 3 , 678 milion&i- 
mos do m 3 e 219 bilionesimos do m 3 . Mas, milesimos do m 3 sao 
dm 3 , milionesimos do m 3 sao cm 3 e bilionesimos do m 3 sao mm 3 . 
Entao 7,345 678 219m 3 significa 7m 3 , 345dm 3 ; 678cm 3 e 219mm 3 . 


; 

j 
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Exercicios em classe 


Tomando como unidade o m 3 , escrever os volumes seguintes : 


1. 1mm 3 

2. 14mm 3 

3. 387mm 3 


4. 5 789mm 3 

5. 43 518mm 3 

6. 74cm 3 e 36mm 3 


7. 8m 3 e 542mm 3 

8. 43dm 3 e 37mm 3 

9. 1dm 3 , 2cm 3 e 5mm 3 


10. Ler de todos os modos possfveis, o numero 
7, 528 437 619m 3 


Consideremos o ndmero 4,123456789 Es^evenclo o sim- 
bolo m 3 & direita dtete numero teremos 4,123456789m . E de 
tudo o que dissemos neste paragrafo resulta que . 


4 123 456789m 3 = 4m 3 + 123dm 3 + 456cm 3 + 789mm 3 

3*246 813 57m 3 = 3m 3 + 246dm 3 + 813cm + WOmm^ 
2 410 5296m 3 = 2m 3 + 410dm 3 + 529cm 3 + 600mm 

5 643 728m 3 = 5m 3 + 643dm 3 + 728cm 3 

Q 238 57m 3 = 6m 3 + 238dm 3 + 570cm 3 

7 9632m 3 = 7m 3 + 963dm 3 + 200cm 3 

2* 528m 3 = 2m 3 + 528dm 3 

3,47m 3 = 3m 3 + 470dm 

' q 1 onnd — 3 


g gm 3 - 6m 3 + 800dm 3 


20. Mudanga de unidade nas 
medidas de volume. A unidade de 
volume pode ser qualquer ; o m 3 , o 
dam 3 , o dm 3 , etc.. Escolhe-se a unidade 
de acordo com o corpo cujo volume se 
quer medir. 

As conclusoes a que chegamos no 
paragrafo anterior podem ser resumi- 

das no quadro H. 

Nos numeros que representam vo- 
lumes, a unidade escolhida 6 represen- 
tada pela abreviatura correspondente. 



Consideremos 3,4578m 3 Escrevendo dois zeros a direita, e 
de acordo com o quadro H, este numero contem 3m , 457dm e 
800cm 3 . E de ac6rdo com os prmcipios da numeragao, 3,457 8m 
3 457,800dm 3 = 3 457 800cm 3 = 3 457 800 000mm . 


! 
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Exercicios orais 


Reduzir os volumes que se seguem k unidade indicada entre parenteses. 


1. 4m 3 (dm 3 ) 

2. 7m 3 (cm 3 ) 

3. 9m 3 (mm 3 ) 

4. 4dm 3 (mm 3 ) 

5. 6dm 3 (cm 3 ) 

6. 9cm 3 (mm 3 ) 

7. 0,8m 3 (dm 3 ) 

8. 0,47m 3 (dm 3 ) 

9. 0,428m 3 (dm 3 ) 

10. 0,6m 3 (cm 3 ) 

11 . 0,45m 3 (cm 3 ) 


12. 0,376m 3 (cm 3 ) 

13. 0,4dm 3 (cm 3 ) 

14. 7,6dm 3 (cm 3 ) 

15. 12,3dm 3 (cm 3 ) 

16. 0,48dm 3 (cm 3 

17. 0,259dm 3 (cm 3 ) 

18. 0,63dm 3 (cm 3 ) 

19. 2,8m 3 (cm 3 ) 

20. 4,26m 3 (cm 3 ) 

21. 0,4m 3 (mm 3 ) 

22. 0,52m 3 (mm 3 ) 

23. 0,8dm 3 (cm 3 ) 


24. 0,56dm 3 (mm 3 ) 

25. 0,87cm 3 (mm 3 ) 

26. 3m 3 (mm 3 ) 

27. 0,8dm 3 (mm 3 ) 

28. 9cm 3 (mm 3 ) 

29. 7,6m 3 (dm 3 ) 

30. 6,9dm 3 (cm 3 ) 

31. 0,498 357m 3 (dm 3 ) 

32. 427 859 628mm 3 (dm 3 ) 

33. 345 678 916cm 3 (m 3 ) 

34. 12 830 720cm 3 (dm 3 ) 


21. Os multiples do metro cubico. Muito raramente sao 
empregados na vida pratica, porque o metro cubico e uma uni- 
dade suficiente para' medir os grandes volumes. 

O dam 3 e um cubo cujas faces sao decametros quadrados ; 
logo, as arestas tern um decametro de comprimento. A figura 3 
do paragrafo 14 mostra com facilidade que ldam 3 = 1 000m 3 . 
E’ bastante supor que a aresta AB tenha um decametro de 
comprimento. Portanto, ldam 3 contem um milhar de metros 
cubicos. Entao, considerando o numero 4 358m 3 , o algarismo 4 
representa dam 3 , e 4 358m 3 = 4dam 3 e 358m 3 . 

0 hm 3 6 um cubo cujas faces sao hectometros quadrados ; 
logo, as arestas tern um hectometro de comprimento. A mesma 
figura mostra com facilidade que Ihm 3 = 1 OOOdam?. E’ bas- 
tante supor que a aresta AB tenha um hectometro de comprimento. 
Portanto, lhm 3 contdm 1 OOOdam 3 . E sendo ldam 3 — 1 000m 3 , 
segue-se que lhm 3 = 1 000 000m 3 . Entao, 7 548 329m 3 = 7hm 3 , 
548dam 3 e 329m 3 . E assim por diante. 


Exercicios orais 


Reduzir os volumes que se seguem a unidade indicada entre parenteses. 


1. 3dam 3 (m 3 ) 

2. 4,7dam 3 (m 3 ) 

3. 5,84dam 3 (m 3 ) 

4. 8,567dam 3 (m 3 ) 

5. 3dam 3 (dm 3 ) 

6. 7dam 3 (dm 3 ) 

7. 3,6dam 3 (dm 3 ) 


8. 3 468m 3 (dam 3 ) 

9. 478 546m 3 (dam 3 ) 
19. 3,48m 3 (dm 3 ) 

11. 7hm 3 (m 3 ) 

12. 8,47dam 3 (m 3 ) 

13. 9,56hm 3 (dam 3 ) 

14. 6,83hm 3 (m 3 ) 


15. 7,46m 3 (dm 3 ) 

16. 2,48m 3 (dm 3 ) 

17. 7,59dam 3 (m 3 ) 

18. 12,568hm 3 (dam 3 ) 

19. 1 234 567m 3 (dam 3 ) 

20. 45 897dam 3 (hm 3 ) 
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Exercfcios. Serie IV 
ProMemas sobre medidas de volume 


Nao esquecer que: 


m 

X 

m 

= m 2 

I 

I 

m 

X m 

X rn = m 3 \ 

dm X 

dm X 

dm = dm 3 

m 3 


m 

= m 

I 

m 3 

-f- m 2 

= m | 

dm 3 -r- 

dm 3 = 

dm 

dm 

X 

dm 

= dm 2 

! 

| 

m 3 

-7- m 

= m 2 ! 

dm 3 4- 

dm = 

dm 2 

dm 2 


dm 

= dm 

I 



i 





O produto de dois comprimentos 6 uma drea. O produto de tres com- 
primentos 6 um volume. O produto de uma area por um comprimento e um 
volume. 0 quociente da divisao de uma drea por um comprimento 6 um 
comprimento. O quociente da divisao de um volume por uma drea e um 
comprimento. 

1. Reduzir 7,4m 3 + 34,58dm 3 + 7,826dam 3 + 345 678dm 3 + Q,819m 3 + 
+ 407 586 000mm 3 a dm 3 . 

Solugao. 7,4m 3 = 7 400,000dm 3 

34,58dm 3 = 34,580dm 3 

7,826dam 3 = 7 826 000,000dm 3 
345 678dm 3 = 345 678,000dm 3 

0,819m 3 = 819,000dm 3 

407 586 000mm 3 = 407,586dm 3 

Resposla. ' 8 ISO 339,166dm 3 

2. Caleular o volume de uma sala que tern 9,5m de comprimento, 
7,4m de largura e 4,36m de altura. 

3. Caleular o volume de um cubo cuja aresta mede 4,13m. 

4. Caleular o volume de um cubo cuja aresta mede 8,25m. 

5. Quanto vale um bloco de granito de forma cubica, .cuja aresta 
mede 1,26m, supondo que o decimetro ciibico do granito se possa vender 
a Cr.8 0,45? 

6. Caleular em dm 3 o volume de um bloco retangular cujas dimensoes 
sao 4,5m, 2,4m e 1,3m. 

7. Caleular em pm 3 o volume de um tijolo cujas dimensoes sao 0,32m, 
0,15m e 0,08m. 

\ 8. Uma tor re com 36,4m de altura tern a forma de um bloco retan- 
gular. A base da torre mede 11,6m de comprimento por 8,4m. Caleular a 
Area da base da t6rre; a drea lateral; a drea total; o volume. 

9. Caleular o volume de uma parede com 14m de comprimento, 34dm 
de altura e 33cm de espessura. 

10. Quantos tijolos serao necessdrios para construir uma parede com 
15,8m X 4,3m X 0,35m, se as dimensoes do tijolo sao 0,30m, 0,15in e 0,08m? 
Se os tijolos custam Cr.$ 84,00 por milheiro, e se o operdrio ganha Cr.$ 8,60 
por xpetro quadrado da parede construfda, qual serd o custo desta parede? 

11. Uma sala de aula mede 18,5m X 13,4m X 5,2m. Supondo que cada 
aluno necessite de um espago igual a 4,8m 3 para respirar h vontade, quantos 
alunos pode conter esta sala? 
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12. Caleular a drea lateral, a drea total e o volume de uma viga que 
mede 4,5m X 0,33m X 0,06m. As bases da viga sao as extremidades. 

13. Quantos m 3 de pedra sao necessdrios para fechar com uma parede 
de 2,4m de altura e 0,3m de espessura, um terreno retangular que mede 87m 
de comprimento por 57m de largura? 

14. Caleular o volume e a drea total de um cubo cuja aresta tern 2,7m. 

15. Caleular o volume e a drea total de um cubo cuja aresta tern 5,2m. 

16. A soma dos comprimentos das arestas de um cubo 6 igual a 40,8m. 
Caleular a drea de cada uma das bases e o volume do cubo. 

17. A drea total de um cubo e igual a 162,24m 2 . Caleular o compri- 
mento da aresta e o volume do cubo. 

*». 18. Um reservatorio de forma cubica tem uma profundidade de 2,4m. 

, Quanto custard a pintura interior e exterior deste reservatorio, a Cr..$ 3,40 por 

metro quadrado ? Supoe-se que o reservatorio 6 aberto na parte superior. 

19. Um reservatorio mede 7,8m de comprimento, 6,4m de largura e 
3,5m de profundidade. Nao estd cheio, faltando ainda 48cm para que a dgua 
chegue a transbordar? Quantos dm 3 de dgua contem este reservatorio ? 

•v20. Um bloco de granito mede 8,4m X 6,7m X 3,5m. Quebra-se 6s to 
bloco para empregd-lo na construgao de uma estrada. O granito, depois 
de partido, aumenta de 0,24 do seu volume. As dimensoes do caminhao 
empregado no transporte sao 2m, 1,3m e 0,45m. Cada viagem do caminhdo 
custa Cr.? 8,00. Quanto custard, o transporte de todo o granito? 

*21 . Cavou-se um fosso com 48m de comprimento, 7,4m de largura e 
3,25m de profundidade. A terra foi conduzida a um lugar distante, em um 
caminhao cujas dimensoes sao 1,9m, 1,2m e 0,44m. Sabendo-se que a terra, 
depois de revolvida, aumenta de 0,15 do seu volume, caleular o custo do 
transporte de toda a terra, custando Cr.$ 6,20 cada viagem do caminhao. 

22. Suponha-se que a terra solta r depois de comprimida, perde 0,12 
do seu volume. Quantos metros ciibieos de terra serao necessdrios para en- 
cher um fosso com 27 metros de comprimento, 8,4m de largura e 3,6m de 
profundidade ? 

23. O volume de um bloco retangular 6 de-74,850m 3 . As dimensoes da 

, base sao 4,8m e 5,2m. Caleular a altura do bloco com erro inferior a 0,001m. 

24. Uma viga tem 0,24m de largura e 0,06m de espessura. Sendo o 
volume da viga igual a 347dm 3 , pede-se o comprimento da mesma com 6rro 
inferior a 0,01m. 

% 25. Uma t6rre cuja forma e a de um bloco retangular tem 42 metros 
de altura e 1 350 metros cubicos de volume. A base da torre 6 um retdngulo 
cujo comprimento e de 7,5m. Pede-se a largura deste retangulo com erro 
, inferior a 0,01m. 

26. A drea lateral de um bloco retangular 6 de 46,50m 2 . As bases do 

■*. bloco sao quadrados, cujos lados medem 3,1m cada um. Pede-se a altura do 

bloco e o seu volume. 

27. Um pilar em forma de bloco retangular, com 7,4m X 0,45m X 0,45m, 
6 construfdo com tijolos de 24cm X 13cm X 5cm. A argamassa, necessdria 
para ligar os tijolos ocupa um volume igual a 0,23 do volume do pilar. Cal- 
cular o custo dos tijolos empregados na construgao do pilar, a Cr.$ 75,00 por 
milheiro. 
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28. Um terreno retangular mede 436m X 235m. Abrem-se neste tei- 
reno duas ruas perpendiculares entre si, uma no sentido do compnmento e 
outra no sentido da largura. A rua mais comprida tern 15 metros de largura 
e a mais curta tern 12 metros. Cobrem-se as duas ruas com uma camada de 
areia de 12cm de espessura. Calcular o custo da areia a razao de Gr.$d,/U 
por metro ctibico. 

29. Um terreno retangular tem 3 840 metros de perimetro e seu com- 
primento 6 o triple da largura. Cava-se um fossa > ao longo do pen metro deste 
terreno, com 2,4m de largura e 0,8m de profundidade pagando-se Or.iS 4,20 
por metro ciibico da terra retirada. Calcular o custo deste trabalno. 

30. Um terreno retangular mede 53m X 31m. No centro deste terreno 
abre-se um tanque com 7,5m X 6,4m X 3,8m A terra retirada deste tanque 
6 espalhada sobre o mesmo terreno, de um modo uniforme. Qual sera a aluura 
desta camada? 

22. Unidades de capacidade. Unidades de capacidade sao 
as unidades de volume usadas no comercio, para a compra e 
venda dos chamados secos e molhados, istcr e, arroz, farinha, fei- 
jao, batatas, leite, vinho, azeite, gasolina, etc.. 


MtJLTIPLOS . . . ^ 

hectolitro (hi) = 100 litros 
decalitro (dal) = 10 litros 

Unidade . . . . j 

litro 

(1) = 1 litro 

SuBMULTIFLOS j 

decilitro 

centilitro 

mililitro 

(dl) = 0,1 do litro 

(cl) = 0,01 do litro 

(ml) = 0,001 do litro 


centenas 

dezenas 

2 

3 


dal 


C Q 

O 

a 

3 

VD 

m 

O 

a 

m 

vy 

+3 

d 

o 

o 

m 

O 

a 

"m i 

VD 

r— * 

a 

3 

6 

9 

dl 

cl 

ml 


A unidaae legal 'das medidas de capacidade e o litro. ima- 
ginemos uma caixa de latao, com a forma de um cubo, e cujo 


: 111 
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volume interior seja de um decimetre cubico. Se enchermos esta 
caixa com gasolina, a quantidade deste liquido 6 o que se cliama 
um litro. Portanto, 

Um litro e um decimetro cubico 

Tudo o que dissemos em relapao ao metro, se aplica. sem res- 
tripoes as medidas de capacidade. E’ bastante substituir o qua- 
dro A pelo quadro J, o quadro B pelo quadro K, e a palavra com- 
primento pela palavra capacidade. 

Convem observar que as unidades de capacidade sao algumas 
unidades de volume, com denominapoes diferentes, e destinadas 
ao comercio. 

De acordo com o Decreto Lei n. a 4 257 de 16-6-1939, as 
unidades legais de volume sao duas : 

l.° 0 metro cubico. 

2° 0 litro. 

Devemos* tamb^m observar que as unidades de volume cre- 
scem ou decrescem de 1 000 em 1 000, ao passo que as unidades 
de capacidade crescem ou decrescem de 10 em 10. Assim 6 que : 

lm 3 = 1000dm 3 = 1000 000cm 3 = 1000 000 000mm 3 

1 litro = 10 decilitres = 100 centilitros = 1 000 mililitros 


; 


) 


Exercicios orais 


Reduzir as capacidades que se seguem it unidade indicada entre pa- 
renteses. 


1. ldal 0) 

2. 3,71 ?(dl) 

3. 3,7dal (1) 

4. 4,8dal (1) 

5. 5,71 (cl) 

6 . 9,3hl (1) 

7. 7,28hl (1) 

8. 0,9dal (cl) 


9. 5,4281 (ml) ; 17. 6,547hl (dal) 

10. 2,47hl (dl) l 18. 23,571 (dal) 

11. 7,281 (dl) { 19. 839cl (1) 

12. 347dl (1) i 20. [2,8bl (1) 

13. 6 423cl (1) | 21. |315dl 0) 

14. 4,73dl (cl) I 22. 32,81 (ml) 

15. 3,49hl (dal) ' 23. 3 756dl (dal) 

16. 35,58dal (hi) 


24. 47 586dl (hi) 

25. 9,52hl (dl) 

26. 34 567cl (dal) 

27. 64 7381 (hP 

28. 7,59dal (cl) 

29. 44,571 (ml) 

30. 34 803dl (hi) 


23. Redupao de volumes a capacidades. Para Substi- 
tuir unidades de volume por unidades de capacidade, reduz-se 
o volume dado a dm 3 , substitue-se a abreviatura do decimetro 
cubico pela abreviatura do litro, e reduz-se o resultado a uni- 
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dade de capacidade pedida no problema. Por exemplo, se qui- 
sermos reduzir 7,8m 3 a hectolitros, teremos : 

78,m 3 = 7 800dm 3 = 7 8001 = 78hl 


Exerclcios orais 

Reduzir as capacidades que se seguem unidade indicada entre pa- 
rgnteses. 

1. lm 3 0) i 6. 0,597dm 3 (ml) I 11. 84,9dm 3 (dl) 1 16. 6,41ra 3 (hi) 

2. 3,4m 3 (dal) J 7. 9,778dm 3 (dal) J 12. 347dm 3 (1) j 17. 7,042m 3 (hi) 

3. 4,8m 3 (hi) i 8. 2,936m 3 (hi) i 13. 14,85dm 3 (cl) ! 18. 0,993m 3 (dal) 

4. 0,348m 3 (dl) J 9. 6,87dm 3 (cl) j 14. 23,74dm 3 (dal) ' 19. 0,078m 3 (1) 

5. 0,0796m 3 0) i 10. 2,47m 3 (dal) j 15. 43S, 972dm 3 (hi) j 20. 0,2538m 3 (dl) 


11. 84,9dm 3 (dl) 

12. 347dm 3 (1) 

13. 14,85dm 3 (cl) 
11. 23,74dm 3 (dal) 
15. 438,972dm 3 (hi) 


16. 6,41ra 3 (hi) 

17. 7,042m 3 (hi) 

18. 0,993m 3 (dal) 

19. 0,078m 3 (1) 

20. 0,2538m 3 (dl) 


Para substituir unidades de capacidade por unidades de 
volume, reduz-se a capacidade dada a litros, substitue-se a abre- 
viatura do litro pela abreviatura do decimetre cubico, e reduz- 
se o resultado a unidade de volume pedida pelo problema: Por 
exemplo, reduzindo 357,428H1 a metros cubicos, teremos : 
357,428hl = 35 742,81 = 35 742,8dm 3 = 35,742 800m 3 

Exerclcios orais 

• Reduzir as capacidades que se seguem it unidade indicada entre pa- 
renteses. • 

1. 47,81 (dm 3 ) | 6. 4,29dl (mm 3 ) J 11. 7,8dal (dm 3 ) { 16. 81,7hl (m 3 ) 

2. 8,391 (cm 3 ) I 7. 6,43dl (cm 3 ) l 12. 34,9dal (cm 3 ) i 17. 7,28hl (m 3 ) 

3. 472,71 (dm 3 ) [ 8. 9,48cl (cm 3 ) | 1.3. 328,6dal (dm 3 ) [ 18. 23,9hl (m 3 ) 

4. 93,481 (cm 3 ) I 9. 12,78cl (mm 3 ) i 14. 8,47hl (dm 3 ) j 19. 16,74dal (dm 3 ) 

5. 7,8dl (cm 3 ) j 10. 34 786cl (dm 3 ) | 15. 93hl (m 3 ) i 20. 93,48hl (cm 3 ) 


16. 81,7hl (m 3 ) 

17. 7,28hl (m 3 ) 

18. 23,9hl (m 3 ) 

19. 16,74dal (dm 3 ) 

20. 93,48hl (cm 3 ) 


Exerclcios. Serie V- 

Problemas sobre medidas de capacidade 

1. Reduzir a litros 7,8dal + 457dl + 9,386hl + 234,471 + 52 384cl + 
+ 478 520ml. 

Solugao. 7,8dal = 78,001 

• 457dl = 45,701 

9,386hl = 938,601 

234,471 = 234,471 

52 384cl = 523,841 

478 520ml = 478,521 

2 299,131 


Resposta. 


2. Quantos litros de 4gua eontdm um reservatdrio com 4,8m X 2,7m X 
X 0,65m ? 

3. Quantos dl de dgua contem uma caixa com 1,7m X 0,84m X 0,23m? 

4. Um reservatorio mede 3,7m X 2,4m X 3,6dm. Est4 cheio de gaso- 
lina cujo prego 6 de Cr.S 0,95 o litro. Calcular o valor de toda a gasolina. 


£ 
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- 5. Um reservatdrio mede 1,6m X 1,2m X 67cm. Para enche-lo de 4gua 
hd, uma torneira que despeja 34 litros por minuto. Em quanto tempo esta 
torneira enche o tanque? 

6. Um reservatdrio tern a capacidade de 8 400 litros. Seu compri- 
mento 6 de 4,7m e sua largura 6 de 2,3m. Calcular a sua profundidade com 
fero inferior a 0,001m. 

7. Um tanque tern 12,8m de comprimento e 8,4m de largura. Qual 
deve ser a sua profundidade para que possa confer 1 200hl de flgua ? 

8. Para encher um tanque de 5,6m X 4,3m X 1,7m sao necessdrias 22 
horas. Quantos litros de 4gua fete tanque recebe por minuto ? 

9. Um tanque mede 7,4m X 5,3m X 1,7m. fi!ste tanque pode confer 
1 OOOhl de dgua? E’ necessdrio aumentar a profundidade? De quanto? 

vLO. Em uma vasilha cuja capacidade 6 de ldal, despejaram-se 3,586dm 3 
de agua. Quantos cl de 4gua 6 preciso despejar ainda na mesma vasilha, para 
enche-la completamente ? 

11. Comprei um barril de vinho de 480 litros por Cr.S 2 340,00. Engar- 
rafei metade deste vinho em garrafas de 1,51 e a outra metade em garrafas 
de 0,751. Por quanto devo vender cada uma destas garrafas, para ganhar 
Cr.$ 720,00? 

.. t2. Urn litro de trigo em grao pesa 750 gramas. O trigo, depois de 


mofdo, dd 88 % de seu pfeo em farinha e o resto em farelo. Quantos quilo- 
gramas de farinha se obtem com a moagem de 4,8m 3 de trigo? 

13. Quantos dal de dgua pode conter um tanque que mede 7,8dam X 
X 24,7m X 64cm? 

14. Se um litro de arroz custa Cr.S 1,30, quanto vale o arroz contido em 
uma caixa de 2,7m X 15dm X 82cm? 

15. Uni reservatdrio tern 2,8m de largura e 1,4m de profundidade. Sua 
capacidade e de 250hl. Calcular o seu comprimento, com 5rro inferior a 0,01. 

16. Um negociante comprou 39 litros de licor a Cr.S 25,00 o litro. Ven- 
deu-o em cdlices cuja_capacidade e de 5,lcl, e a razao de Cr.S 1,80 cada um. 


Qual foi o seu lucro ? 

17. Um negociante comprou arroz a Cr.S 0,85 cada litro. Com 6ste 
arroz encheu um depdsito de 3,6m X 2,4m X 1,6m. Qual foi o seu lucro, 
vendendo o arroz a Cr.S 1,20 cada litro, e supondo que 23 % de todo o arroz, 
o que estava no fundo do depdsito, perdeu-se devido humidade? 

18. A Cr.S 0,90 o litro, quanto vale a gasolina contida em um reserva- 
t6no de 2,6m X 1,7m X 93cm? 

19. • A Cr.S 3,70 o litro, quanto vale o vinho contido em um depdsito de 
3,1m X 16dm X 88cm? 

20. Qual 6 a profundidade de um tanque com 3,7dam de comprimento 
por 23,6m de largura, se a sua capacidade 6 de 2 000 000 de litros ? 

24. Unidades de peso. 0 peso de um corpo e a Jorga que 
atrai este corpo para o centro da Terra ; depende do corpo e de 
sua situagao na superficie da Terra ; aumenta quando caminha- 
mos com este corpo, do equador para os polos ; diminue quando 
caminhamos em sentido inverso ; aumenta quando o corpo se 
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aproxima do centro da Terra ; diminue quando ele se eleva na 
atmosfera. Estas variagoes de peso, alias muito fracas, podem 
ser verificadas com uma mola bastante sensfvel. 

A massa de um corpo e a quantidade de materia <■ de que e jeito. 
A massa de um corpo 6 absolutamente invariavel, seja qual for 
a posigao deste corpo. Na verdade, sao as massas que se com- 
param ou se medem com as balangas. 

Na linguagem usual, com a qual nos conformaremos aqui, 
dizemos peso em lugar de massa, e esta confusao nao acarreta 
dificuldades de espdeie alguma, na vida pratica. Sob o ponto de 
vista cientifico, porem, conviria, no que se segue, substituir a 
palavra p£so pela palavra massa. (*) 

Observagao. A distingao entre massa e piso 6 algum tanto sutil para 
os estudantes aos quais se destina este compendio. Trata-se de um assunto 
que deve ser ventilado nos cursosfde|Flsica| onde,- eytao, a- palavra peso sera 
substitufda definitivamente (pela palavra massa. Nada nos impede, porem, 
de fazermos desde jd. esta substituigao. 

A unidade legal de ptso e o quilograma . Entretanto,. para 
estabelecer a escala dos multiplos e submiiltiplos das unidades 


MtlLTIPIiOS. .-. ■] 

quilograma 

hectograma 

decagrama 

(kg) 

(bg) 

(dag) 

=■ 1 000 gramas 
= 100 gramas 

= 10 gramas 

1 Unidade { grama 

(g) 

= 1 grama 

SUBMULTIPLOS < 

' decigrama 
centigrama 
L miligrama 

(dg) 

(eg) 

(mg) 

= 0,1 do grama 

= 0,01 do grama 

= 0,001 do grama 

, > i 


kg hg dag g dg eg mg 
(*) Ligoes de Aritmetica, de Julio Tannery, 9. a edigao revista, p&gma 365 . 
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A unidade principal das medidas de p6so e o grama. Ima- 
ginemos uma caixinha de forma ciibica e cujo volume interior 
seja de um centimetro cubico. Se enchermos esta caixinha 
com dgua distilada, e a temperatura de quatro graus centi- 
grados, teremos dentro da caixinha uma quantidade de agua, 
cujo peso 6 um grama. Portanto, supondo a agua qulmica- 
mente pura, e a temperatura de quatro graus centfgrados, 
lem 3 de dgua pesa 1 grama 

ldm 3 de dgua pesa 1 000 gramas (1kg) 

Ira 3 de dgua pesa 1 000 000 gramas (1 000kg) 

Tudo o que dissemos em relagao ao metro se aplica, sem res- 
trigoes, as medidas de peso. ”E’ bastante substituir o quadro A 
pelo quadro L, o quadro B pelo quadro M, e a palavra compri- 
mento pela palavra peso. 

No comercio, o grama e unidade de p6so pouco pratica, por 
ser muito pequena. Toma-se como unidade o quilograma. O quilo- 
grama tern dois miiltiplos : o quintal metrico e a tonelada mdtrica. 
Um quintal metrico tern 100 quilogramas. 

Uma tonelada metrica tern 1 000 quilogramas. 

Entre os submiiltiplos do grama temos tambem o quilate 
que pesa 0,2 do grama. 

Excrclcios orais 


Reduzir os pesos que se seguem a unidade indicada. 

; (dg) * 8. 9,2g (eg) | 15. 2 345cg (g) | 21 

lg (dg) ! 9. 6,24g (mg) [ 16. 4,7dag (dg) | 21 

36g (eg) i 10. 3,8g (eg) [ 17. 378, 9g (dag) J 24 

29g (mg) J 11. 348cg (g) i 18. 23,57hg (g) i 21 

57g (eg) i 12. 4 937mg (g) j 19. 3 785, 6g (hg) J 2< 

3g (mg) | 13. 283, 9dg (g) i 20. 76, 8g (eg) i 2' 

2g (mg) { 14. 72,6cg (g) ] 21. 3kg (g) | 2! 


1. 8g (dg) | 8. 9,2g (eg) 

2. 8,4g (dg) J 9. 6,24g (mg) 

3. 0,36g (eg) i 10. 3,8g (eg) 

4. 4,29g (mg) | 11. 348cg (g) 

5. 0,57g (eg) i 12. 4 937mg (g) 

6. 7,3g (mg) j 13. 283, 9dg (g) 

7. 0,2g (mg) ( 14. 72,6cg (g) 

29. 8 quintais m6trieos a kg 

30. 7 quintais m6tricos a kg 

31. 9 toneladas m6tricas a kg 

32. 6 toneladas m£tricas a kg 

33. 5 quintais metricos a dag 

34. 3,7 quintais metricos a kg 

35. 3,42 toneladas mdtricas a kg 

36. 3 740kg a quintais metricos 


45. 389 370kg a quintais matrices 


2 345cg (g) | 22. 8,6kg (g) 

4,7dag (dg) i 23. 3,76kg (dag) 
378, 9g (dag) ' 24. 3,48kg (hg) 
23,57hg (g) i 25. 2 796,5dag (kg) 

3 785, 6g (hg) ' 26. 84 597g (hg) 

76, 8g (eg) , 27. 12,9dag (eg) 

3kg (g) | 28. 632hg (g) 

37. 4 268kg a quintais metricos 

38. 3 910kg a quintais metricos 

39. 37 580hg a quintais metricos 

40. 345,7kg a quintais metricos 

41. 389 370kg a toneladas m6tricas 

42. 647 000kg a toneladas metric as 

43. 317 000kg a quintais metricos 

44. 7 261,84kg a quintais metricos 
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Determinar o peso dos seguintes volumes de dgua: 


46. 

17cm 3 

1 

1 

49. 

47. 

3,8dm 3 

1 

1 

50. 

48. 

0,4dm 3 

I 

1 

51. 


18,46dm 3 J 52. 0,259m 3 

3,7m 3 i 53. 3,47cm 3 

0,046m 3 | 54. 4,083cm 3 


Determinar o volume dos seguintes pesos de 4gua: 


55. 7,8g 

56. 37g 

57. 8,9dag 


58. 7,26hg 

59. 5,37hg 

60. 0,29dag 

61. 7,236kg 


62. 

63. 

64. 


0,38dg 

4,9cg 

6,47dg 


25. Os corpos e sna densidade. Um dm 3 de agua ou um 
litro de agua pura, na temperatura de quatro graus centigrados, 
pesa 1kg. Entretanto, um litro de leite pesa 1, 030kg ; um litro 
de azeite pesa 0,910kg ; um litro de acido sulfurico pesa 1,840kg ; 
um litro de mercurio pesa 13,600kg ; um dm 3 de platina pesa 
22,060kg ; um dm 3 de ouro pesa’ 19,260kg ; etc.. Portanto, 
volumes iguais de dois corpos diferentes nao tem o mesmo peso ; 
4 litros de leite pesam mais do que 4 litros de azeite ; 7dm 3 
de ouro pesam menos do que 7dm 3 de platina; etc.. Diz-se, 
entao, em Fisica, que os corpos nao tem a mesma densidade. Den- 
sidade ( absoluta ) de um corpo e o numero que exprime quantas vezes 
o peso deste corpo contem o peso de um igual volume de agua disti- 
lada, d temperatura de 4 graus centigrados. 


Corpo 


Platina 

Ouro 

Prata 

Cobre 

Ferro 

Sal . 

Cortiga 

Mercurio 

Leite 

Vinho 

Azeite 

Benzina 

Eter 


Densidade 

Peso 

22,06 

1 dm 3 pesa 22,060kg 

19,26 

1 dm 3 pesa 19,260kg 

10,47 

• 1 dm 3 pesa 10,470kg 

8,85 

1 dm 3 pesa 8,850kg 

7,78 

1 dm 3 pesa 7,780kg 

2,21 

1 dm 3 pesa 2,210kg 

0,24 

1 dm 3 pesa 0,240kg 

13,60 

1 dm 3 ou 1 litro pesa 13,600kg 

1,03 

1 dm 3 ou 1 litro pesa 1,030kg 

0,993 

1 dm 8 ou 1 litro pesa 0,993kg 

0,91 

1 dm 3 ou 1 litro pesa 0,910kg 

0,90 

1 dm 3 ou 1 litro pesa 0,900kg 

0,73 

1 dm 3 ou 1 litro pesa 0,730kg 
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Conhecendo o volume de um corpo e a sua densidade, 6 
muito simples determinar o peso d£ste corpo. Por exemplo, qual 
e o peso de 7dm 3 de platina? A densidade da platina 6 22,06. 
Portanto, se 1dm 3 de agua pesa 1kg, 1dm 3 de platina pesara 
22,06kg ; logo, 7dm 3 pesarao 22,06kg X 7 ; . isto e, 154,42kg. 

Podemos pois estabelecer que : 

volume (em dm 3 ) X densidade = peso (em kg) 
volume (em cm 3 ) X densidade = peso (em gramas) 

Conhecendo o peso de um corpo e a sua densidade, 5 muito 
simples ’determinar o volume d£ste corpo. Por exemplo, qual 6 
o volume de 3,600kg de cortiga? A dpnsidade da cortiga e 0,24. 
Portanto, 1dm 3 de cortiga pesa 0,240kg. Se 1dm 3 de cortiga 
pesa 0,240kg, qual 6 o volume de 3,600kg de cortiga ? E’ bas- 
tante dividir 3,600kg por 0,240kg. Resulta 15dm 3 que 4 o vo- 
lume pedido. 

Podemos pois estabelecer que : 


peso (em kg) 
densidade 


= volume (em dm 3 ) 


peso (em gramas) ■ 

" densidade = V ° Iume cm 3 ) 


Exercicios. Serie VI 

1. Calcular o pgso de 37dm 3 de platina. 

2. Calcular o peso de 47,8dal de vinho. 

3. Calcular o peso de 7,29hl de azeite. 

4. Calcular o peso de 15,48dm 3 de ouro. 

5. Calcular o peso de 8,241 de 6ter. 

6. Calfcular o peso de 300kg de prata. 

7. Calcular o volume de 250kg de cortiga. 

8. Calcular o peso de 3,28hl de leite. 

9. Calcular o peso de 8m 3 de benzina. 

10. Calcular o peso de 24,87m 3 de sal. 

U. Um bloco de pedra com 36dm 3 pesa 120kg. Qual 6 a densidade 
desta pedra? 

12. Uma viga de madeira com 18,47dm 3 pesa 11,45kg. Qual 6 a den- 
sidade desta madeira ? 

Exercicios. Serie VII 

Problemas sobre meclidas de peso 

1. Um tanque mede 4,8m X 2,7m X 1,5m. ‘Calcular em quintais me- 
tncos o peso da dgua que ele pode conter. 
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2. Calcular ein kg o pSso de um cubo de pedra cuja aresta mede 0,84m, 

sendo a densidade da pedra igual a 7,5. . a v n 

3. Qual e o peso de uma viga de peroba de 2,3m X 18cm X 0,0/ , 

sendo a densidade da peroba igual a 1,4? _ , , ■ i 

4 Um cubo de cortiga tern uma aresta de 1,4m. Sendo a densidade 
. portica igual a 0,24 calcular o valor deste cubo a Cr.$ 0,30 o quilograma. 
d 5? Custando o azeite Cr.S 4,50 o- quilograma, quanto y^e o Mede con- 
tido em uma lata de 66cm X 34cm X 34cm? A densidade do azeite 6 0 9 
1 6. Quanto vale um bloco retangular de ouro, de 14cm X 8cm X 5cm 

ft 3 V) ' ' erama ? A densidade do ouro 6 19,26. , 

a C $ 7! Um hi de carvao pesa 83,500kg. Custando cada hi, Cr.$ 7,20, quanto 

nns+nrao 23 toneladas m6tricas? 

8 Calcular em quintais metricos o peso da dgua contida em um rese - 
vatdrio de B^m X e 6 4dm X 32dm, faltando ainda 0,74m para que o reser- 

vatdrio fique completame ^ latas de benzina, cada uma das quais mede 

0,48m X 0 35m X 0,35m, custando a benzina Cr.$ 1,10 o kg. A densidade 

da be iol n Um htro de ar pesa l,293g. Calcular o P 6so do ar contido em um 
salao de 24m X 18m XjAm Calcular o valor de uma colheita, 

sabendo" qi^™ S^hecta^ prociuz 4 ?hl de milho, o qual 6 vendido em sacas 
He 60kg a Cr.$ 42,00 cada uma. Cada saca contem 90 litros. 

VI 2 Um reservatorio de gasolina mede 8,5m X 6,4m X 2,9m. Vende- 
se Ja glud r a ii s de 0%m X 0,27m X-0,27m, a C,.! 48,00 a lata. 

QUa '4° trigo produz 83kg de faring Urn kg de 

farinha 'produA,350kg de pao Calcular a quautidade de pao que se p 
fazer com 250hl de trigo, supondo que um hi pese 72kg. F , 

14 Tenho duas pipas com o mesmo peso e a mesma capacidade. Enc 

cada Jctued 1,03. Um sitiaute tem 25 vacae, cada uma 

^ o m Si p p°rodS 

de cafe a Cr.$ 2,40; torrei-o, e depois vend! o quilo de P 6 a Cr.l 3,70. Quanto 

ganhei? ^ de um tanque mede 3,8m X 2,7m Despejam-se neste 

. none 5 4001 de dgua. Qual ser4 a altura da dgua dentro do tanque? 
tanque 5 4001 de ^g q mede 4 m X 3m. Despejam-se neste tan- 

que U ionekdL mdtrieas de azeite. Qual ser6 a altura do azeite dentro do 

to dentro de uma lata com igua. A lata 
tem uma base de 0,36m por 0,36m e observa-se que o pedapo de to pos 
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dentro da lata, faz com que o nfvel da agua suba cerca ,de 0,05m. Qual 6 o 
peso do pedago de ferro? A densidade do ferro 6 7,78. 

20. Um litro de dgua do mar pesa 1,025kg. Uma tonelada de dgua do 
mar contdm 35kg de sal grosso. O sal grosso, depois de purificado, perde 20 % 
de seu p6so. Quantos metros ctibicos de dgua do mar sao necessarios para 
obter 400kg de sal fino? 

21. Uma pipa de vinho pesa 355kg. A mesma pipa cheia de agua pesa 
372kg. Calcular a capacidade da pipa, sendo a densidade do vinho igual a 0,95. 

22. Um reservatorio com a forma de um bloco retangular tem uma 
superffcie (face superior) de 65m 2 . Estd cheio de azeite avaliado em 
Cr.$ 408 135,00. Um hectolitro de azeite pesa 91kg e custa Cr.$ 300,00. Pede- 
se a profundidade do reservatdrio. 

26. O movimento uniforme. Suponhamos que um trem 
caminha percorrendo invariavelmente 1km por minuto ou 60km 
por hora. Diremos que este trem estd animado de um movimento 
uniforme. Se um automovel se deslocar percorrendo invari&vel- 
mente 30km por hora ou 500m por minuto, diremos ainda que 
£ s te automovel estd animado de um movimento uniforme. 

Em Matematica, da-se o nome de movel a qualquer corpo em 
movimento ; um trem que se desloca de um ponto para outro 6 
um movel ; um automovel, um carro, um ciclista, uma senhorinha 
que passeia na Avenida, um professor que caminha por entre as 
carteiras escolares, tudo e movel. 

Um movel estd animado de um movimento unif orme, quando ele 
percorre espagos iguais em tempos iguais. 

Ou, ainda, 

O movimento de um movel e uniforme quando este 
m6vel percorre espagos iguais em tempos iguais. 

Espago e o caminho percorrido por um movel qualquer. Seria 
preferfvel dizer trajetoria em lugar de espago, porque o espago 
6 o meio onde estao situados todos os corpos. Mas o uso con- 
sagrou a palavra espago para designar o caminho percorrido por 
um mdvel. A unidade de espago e uma unidade qualquer de com- 
primento. 

Se um ciclista percorre 40km em 80 minutos, com movimen- 
to uniforme, diremos que a sua velocidade e de 500 metros por mi- 
nuto, porque 40km -5- 80min = 40 000m -4- 80min = 500m. Se 
um automovel percorre 220km em 5 horas e meia, diremos que 
a velocidade deste automovel e de 40km por hora, porque 
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220km -f- 5,5 horas = 40km. De um modo geral podemos dizer 
que : 

A velocidade de um movel e o espago por ele percorrido du- 
rante a unidade de tempo. 

Exercicios em classe 

Besolver, no quadro-negro, os seguintes problemas: 

1. Um menino caminha com a velocidade de 54,6m por minuto. Qual 
4 o espago por ele percorrido em 1 hora e 24 minutos ? 

2. Um automovel percorreu 236km em 6 horas e Qual 4 a velocidade 
d£stc autdmovel? 

3. Qual 4 o tempo necessdrio a um ciclista para percorrer 48km, com 
a velocidade de 30km por hora? 

4. Um trem caminha com a velocidade de 42,5km por hora. Qual 4 
o espago por 41e percorrido em 7 horas e 40 minutos? 

5. Um navio percorreu 342km em 9 horas e 25 minutos. Qual foi a 
velocidade por 61e desenvolvida ? 

6. Em quanto tempo um automovel, correndo com a velocidade de 
40km por hora, percorre uma estrada de 615km? 

Dos problemas que acabamos de resolver, podemos coneluir 


espago = velocidade X tempo 


espago 


. „ espago 

velocidade = tempo = — - — 

tempo velocidade 

8ao cstas as tres formulas que ligam o espago, a velocidade 
e o tempo, quando o movimento e uniforme. 

A velocidade 6 o quociente completo de dois numeros : espago 
e tempo. 

O tempo 6 o quociente completo de dois numeros : espago e 
velocidade. 

A unidade legal de velocidade e o metro por segundo. E’ 
a velocidade de um mdvel que, animado de um movimento retill- 
neo e uniforme, percorre uma distancia de um metro durante um 

771 

segundo. (Decreto-Lei n. a 4 257 de 6,-6- 1 939) Seu simbolo 4 — 

s 

Outras unidades de velocidade podem ser adotadas como, por 

exemplo, o metro por minuto ( — Y o centfmetro por se- 

/ \ \min j /- km \ 

gundo ( ~ r) J ° Quilometro P or kora J etc.. 
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No mar, a unidade adotada 6 o no, eqiiivalente a uma milha 
ndutica por hora. Uma milha nautica tern 120 n6s. 

Uma milha nautica = 1851,85m 
Um no = 15,432m 

Quando dizemos que um navio desen volve 24 nds, queremos 
dizer que este navio percorre 24 nos em meio minuto, ou 24 milhas 
nauticas por hora. 

Para termos a velocidade deste navio em metros por segundo, 
4 bastante dividir 15,432 por 30 j acharemos 0,514m por segundo. 

A conversao das unidades de velocidade 5 um problema 
muito simples. 

•. Exercicios. Serie VIII 

O movimento uniforme 

h Dois autornovcis partem as 6 horas da manha, de duas cidades cuja 
distancia e de 320km, e caminham um para o outro. A velocidade do primeiro 
e dej35km por hora e a do segundo 6 de 25km por hora. A que horas se encon- 
trarao e a que distfincia dos pontos de partida ? 

. Sugestao. Ao cabo de uma hora, a distancia que separa os dois auto- 
moveis diminue de 35km + 25km. 

2. Das extremidades de uma avenida que mede 1496m partem, ao 
mesmo tempo, dois meninos que desejam encontrar-se. O primeiro caminha 
48m por minuto, e o segundo apenas 20. A que distancia das extremidades da 
avenida se encontrarao ? Se eles partirem as 7 horas e 12 minutos a que 
horas se encontrarao? 

• 3 ' £ margem de um rio estao situadas duas cidades A e B, cuja dis- 
tancia ao longo d4ste mesmo rio 4 de 136km. As 8 horas da manha partem 
dessas cidades dois barcos, um tripulado por 6 mogos, e o outro por 5. 0 barco 
que parte da cidade A, tern uma velocidade de 15km por hora, e o que parte 
da cidade B tern uma velocidade de 19km por hora. A que horas se encon- 
trarao e a que distancia dos pontos de partida ? 

4. A distancia entre duas cidades 4 de 600km. As 6 horas da manha 
parte da cidade A um autom6vel com a velocidade de 48km por hora e its 7 
horas e meia da manha parte da cidade B um automovel com a velocidade de 
40km por hora Um se dirige ao encontro do outro. A que horas se encontra- 
rao, e a que distancia dos pontos de partida? 

Sugestao. As 7 horas da manha, o automovel A jd, percorreu 48km. 
Bortanto, a essa hora, a dist&neia que separa os dois automoveis 4 
600km — 48km. 
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5 Resolver o segundo problema, supondo que o primeiro menino partm 

Its 7 boras e 20 minutes, e o segundo its 7 horas e 30 mmutos. 

6. Resolver o terceiro problema, supondo que o barco A partiu ha 8 horas 
da manha, e o barco B as 9 horas. 

7 As 6 horas da manha partiu de Sao Paulo, com destmo ao Rio de 
J aneho ’ ™ a mb6m C1 (^ d? Janeiro, urn se- 

:“£“d2K3* reSu d rSnL e de d ?5 ta -40ta per ho„ 

8 Um ciclista cuja velocidade e de 13,5km por hora, par iu o 
horas o segundo ciclista alcangou o primeiro . 

”-rr 

" &rzzpx - — - 

cedo. Qual foi o caminho percorndo pelo ciclista 

21. Unidades para medir Angulos. As umdades legais 
para medir os Angulos pianos sao tres : o Angulo reto, o grau e o 

0 angulo reto ja foi definido. (E.M.P.V. § §20 e 21) 

O angulo reto nao tern multiples. Sens submultiplos se obt6m 
dividindo a unidade em dez, cem, mil, etc., partes iguais , P»r- 
tanto, estes subnmltiplos sao os dScimos, os centrums, os mi- 
lesimos, etc., da unidade. 

Existe apenas um submultiplo do angulo reto qim tern nome 
• i • 5 O erado 0 qrado e a cenUsima parte do angulo reto. 
ECtelTpet'slll „. Assim, 36 gr silica 36 grados. 

Os submultiplos do grado sao o decigrado (dgr), o cenhgrado 
(cKr) e c TmZgrado (mgi) (Decreto-Lei n, 4257 de 6 - 6 - 1 939, Portanto, 
I! desaparecem os nomes minutes centesimais e segundos centesimais.) 

i 

( ) 
i 
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Do exposto resulta que, se um angulo mede 3,76543 retos, 
este mesmo angulo mede 

3 retos, 76 grados, 5 decigrados, 4 centigrados e 3 miligrados. 

Portanto, converter grados em retos, e viceversa, e um pro- 
blema que nao oferece dificuldade. Exemplos : 


3 retos = 300 grados 
47,8 grados = 0,478 retos 
0,562 grados = 0,00562 retos 


0,533 retos = 53,3 grados 
2,1496 retos = 214,96 grados 
7,33dgr = 733 mgr 


Ja conhecemos tamb6m o grau. (E.M.P.V. §22) E’ um nona- 
gdsimo do Angulo reto. Seus submultiplos sao o minuto e o se- 
gundo. Um angulo medido em graus, minutos e segundos cons- 
titue um numero complexo. (E.M.P.V.cap.VII) 

Um angulo tambem pode ser medido em graus e fragbes de- 
cimais do grau. Mas, ■ para estes submultiplos decimais, nao ha 
nomes particulares. 

Exercicio. Um Angulo mede 37°25 , 48". Converter esta medida 
em graus e bagao decimal do grau. 

E’ bastante converter 25' e 48" em fragao decimal do grau. 
Em primeiro lugar convertemos 25' e 48" em fragao ordinaria 
do grau. 

25 48 5.1 129 , 

war" = — - 4 = — — do grau. 

40 48 60 ' 3 600 12 75 300 

Depois convertemos em fragao decimal. 

1 2Q 43 

do grau = ^qq do grau = 0,43 do grau. 

Logo, 37°25'48" = 37,43 graus. 


Obscrvagao. S6bre o radiano, nada podemos dizer por enquanto. 
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Exercicios. Serie IX 
Problem as sobre graus e grados 

Um angulo reto tem 90 graus ou 100 grados ; podemos, pois, 
estabelecer as igualdades seguintes : 


90 graus = 100 grados 

1 100 . , 

1 grau = yy do grado 


1 grau 


do grado 


100 grados = 90 graus 
1 grado =^ do grau 

1 grado do grau 


Destas igualdades se deduz a seguinte 

Regra. Para converter graus em grados, multiplicase o nu- 

10 , , . 7 . 
mero de graus por — ; para converter grados em graus, multipli- 

0 9 

ca-se o numero de grados por — • 

Observa§ao. Se o angulo e dado em graus, minutos e segun- 
dos, convem converte-lo em jragao decimal do grau. 

1. Converter 37° em grados. 

1 0 370 

Solugao. 37 X — = — = 41,1111 
y y 

Resposta. 37° = 41,1111 grados. 

2. Converter 54°24' em grados. 


Solugao. 54° + 24' = 

24 

54 ° + 60 = 

54° = 54°, 4 


54,4 Xy = y = 60,4444 


Resposta. 60,4444 grados. 
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3. Converter 72°24 / 36" em grados. 
Solugao. 72°24 / 36" = [ 


72° + ^ + 

60 3600 

2 1 

72° + — 4 - _ : 
5 ^ 100 


72 ° + loo = 720)41 


72)41 X V° = ^ 

= 80,4555 

Resposta. 80,4555 grados 


4. Converter 52,374 grados em graus. 


Solugao. 52,374 X — = 47°, 1366 
1366 , 1366 , 196 

Toooo de um *■“ = iw« de 60 minutos “ s 'iooo 

196 . 196 176 

1 ooo de um mmuto = Tooo de 60 segundos = n" Yoo5 

Resposta. 52,374 grados = 47°8'11",176 

5 . Converter 44°, 36 em grados. 

6. Converter 62° 25', 8 em grados. 

7. Converter 75° 22' 45" em grados. 

8. Converter 48,75 grados em graus. 

9 . Converter 85,364 grados em graus. 

10. Converter 33,4455 grados em graus. 

Observacao. O comprimento de uma circunferencia £ dado pela f«5r- 
mula l — 2 1| r, na qual l representa o comprimento da circunferencia, r o raio 
e Tf o numero 3,14. (E.M.P.V. §28) 

11 . O raio de uma circunferencia mede 12,5m. Quanto mede o arco 
de um grau, desta circunferencia? 

A . 1^* . Calcular o comprimento do arco de um grado, em uma circunfe- 
rencia cujo raio mede 36,5m. 

13. 0 raio de uma circunferencia mede 3,6m. Calcular o comprimento 
de um arco da mesma, com 54° 24'. 
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14 . Qual 6 o comprimento de um arco com 48,36 grados, em uma cireun- 
'“ toC fe.T,^de m u^ttemfertnci»mede5,2m. C.bul.r o comprimento 

* U %r°Q^"o "Xr^fo 5 dfl° S .rco com 33,6425 6 md„ s , em uma cir- 

eunferoneia cujo raio mede 7,5m? , 4 . 7 ° ov 98 " 

17 . Dois angulos de um triangulo medem respectivamente 47 26 

e 84° 45' 57". Quanto mede o terceiro? e 

18 . Dois angulos de um triangulo medem respectivamente 56 ,85 

74 s , 5543. “Sgu^rSnJulo, um dos Angulos agudos mede 42°, 6. 

Calcu^ar ° c °^j°’ r ® g d ^ B ^ ngu i os agu dos de um triangulo retangulo, sabendo 
que sua diferenga 6 17 ? 22' 44". 

28. Unidades de tempo. A unidade legal ^de tempo 6 o 
segundo, isto 6, um intervalo de tempo igual a 86 - 4Q( j do dia so- 
lar m6dio, definido de acdrdo com as convengoes da Astronomia. 
Os miiltiplos do segundo sao o minuto, a hora e o dia. 

um dia =■ 24 horas = 1 440 minutos = 86 400 segundos 

uma hora = 60 minutos — 3 600 segundos 
um minuto = 60 segundos 

Os simbolos das unidades legais de tempo sao : d (dia) ; 
h (hora) ; m ou min (minuto) ; s ou seg (segundo). 

As medidas de tempo sao numeros complexos. 

I Exerclcios. Serie X 

j Problemas sobre unidades de tempo 

■ 1 . Calcular, em fragao decimal do dia, a duragao de um eclipse que 

pnmecou 5-s 10b 15m 38s e terminou as Ilh42m54s. A . , . 

« 5 2. Converter 3b 15m 20s em fragao decimal do dia, com erro inferior 

i a 0,00 3 . Converter 4b 22m 36s em fragao decimal da bora, com erro inferior 

,j a 0 , 001 . . 

4. Converter 3,24 dias em rnimero complexo. 

,, 5. Converter 0,414 dias em ndmero complexo. ' 

6 . Uma torneira despeja 11 litros de Agua por segundo. Quantos litros 

despejard em 15km em 2 4m 36s. Calcular a sua velocidade 

» em quilometros por bora. 

I 

'M 
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8 . Um automdvel percorre 42km em 54m 20s. Calcular a sua veloci- 
dade em metros por segundo. . , „ „„ 

9 . Um homem d& 110 passos por minuto; cada passo mede 0 , 1 2 m. 
Em quanto tempo percorrerd, ele uma distancia de 23,420km? 

10. Se um ciclista percorre 5,640km em 2'25" em quanto tempo per- 

correrd 48,360km? . _. , 

11 . A Terra faz uma volta completa sobre si mesma, em 21 noras. 
Calcular, em metros por segundo, a velocidade de um ponto situado no equa- 
dor terrestre 

12 . Um aviao voa a favor do vento com uma velocidade de 346km a 
hora e contra o vento com uma velocidade de 284km a hora. Calcular a velo- 
cidade do aviao em km por hora, e a do vento em metros por segundo. 
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29. Definigoes. Potencia de um numero e um produto de 
fatores iguais a este numero. (*) 

Segunda potencia de um ntimero 6 um produto de dois 
fatores iguais a este numero. A segunda potencia de 12 6 12X12, 
isto 6, 144. A segunda potencia de um numero e tamb6m cha- 
mada quadrado d§ste numero. E a razao e simples: se o lado 
de um quadrado mede, por exemplo, 15 metros, a drea d6ste 
mesmo quadrado 6 15X15, isto 6, a segunda potencia de 15. 

Terceira potencia de um numero e um produto de tr£s 
fatores iguais a 6ste numero. A terceira potencia de 8 6 8X8X8, 
isto 4, 512. Jd, sabemos que, se a aresta de um cubo mede, por 
exemplo, 5, o volume d4ste cubo 6 5X5X5. Eis por que a 
terceira potfencia de um numero 4 ehamada tamb4m cubo deste 


numero. 


Exercicios cm classe 


1. Calcular o quadrado de 315. 

2. Representar gr&ficamente o quadrado de 8. 

3. Representar grMicamente o quadrado de 9. 

4 . Desenhar um quadrado cujo lado mega 12em. Em relagSo a fete 
quadrado, o que representa o produto 12 X 4 ? E o produto 12 X 12 ? 

5. Desenhar um retdngulo com 8cm de comprimenta e 5cm de largura. 
Em relagao a esta figura, o que representa a expressao 8X2+5X2? E 
a expressa .0 8X5? E a expressao (8+5) X 2 ? 

6. Calcular o cubo de 22. 

7. Representar graficamente o cubo de 4. 

8. Desenhar um cubo cuja aresta mega 5cm. Em relagao a fete cubo, 
o que representa o produto 5X5X5? Eo produto 5X5? E o produto 
5X5X6? 

(*) E’ indispensdvel recordar as nogoes dadas anteriormente, relativas 
a fete assunto (E.M.P.V. §§ 86 e 87) e repetir os exercicios que acompanham 
estas mesmas nogoes. 
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30. Quadrado da soma de dois numeros. Teorema. O 

quadrado da soma de dois numeros e igual ao quadrado do primeiro, 
mais duas v&zes o produto do primeiro pelo segundo, mais o quadrado 
do segundo. Por exemplo : 

(5 + 3) 2 = 5 2 + 2 X 5 X 3 + 3 2 = 25 + 30 + 9 - 64 

(6 + 4) 2 = 6 2 + 2 X 6 X 4 + 4 2 = 36 + 48 + 16 — 100 

(7 + 5) 2 = 7 2 + 2 X 7 X 5 + 5 2 - 49 + 70 + 25 = 144 

Yamos demonstrar este 
teorema, graficamente. Tra- 
cemos um quadrado ABCD, 
cujo lado mega 8cm. Mar- 
quemos nos lados AB e AD, 
e a partir do vdrtice A, dois 
segmentos AE e AM com 
5cm de comprimento. Em 
seguida, pelos pontos E e M, 
tracemos os segmentos EF e 
MN, paralelos aos lados do 
quadrado. Examinemos ago- 
ra a nossa figura. Temos um 
quadrado ABCD, cujo lado 
mede 5 cm + 3 cm. Entao 
a area deste quadrado 4 
(5 + 3) X (5 + 3), isto e, 

(5 + 3) 2 . 

E, de acordo com a figura, teremos : 

(5+3) 2 = 5X5 + 2X5X3 + 3X3 . * . 

(5 + 3) 2 = 5 2 + 2 X 5 X 3 + 3 2 

Variando as dimensoes do quadrado, assim como as dos seg- 
mentos AE e AM, chegaremos sempre ao mesmo resultado. Po- 
demos estabelecer, pois, de um modo geral, que : 

(*) 


(*) A expressao 2ab significa 2 XaX b. Operando com letras, em lugar de 
aXb podemos.eserever ab ; em lugar aXbXc, abc; em lugar xXZXy, 3 xy. 


(a + b ) 2 = a 2 + 2ab + b 2 




. 

. 
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Exercicios em classe 

\1. Mostrar gr&ficamente que (6 + 4)* = C 2 + 2X6X4+ 4 2 . 

S2. Mostrar graficamente que (7 + 5) 2 = 7 2 + 2 X 7 X 5 + 5 2 . 

3. Mostrar graficamente que (8 + 3 ) 2 = 8 2 + 2 X 8 X 3 + 3 2 . 

4. Calcular com o auxilio do teorema aeima o quadrado de 23. Os 

estudantes devem decompor o numero dado em dezenas e unidades e escre- 

ver: 23 2 = (20 + 3) 2 . 

5. Idem, em relagao ao numero 35. 

6. Idem, em relagao ao numero 43. 

7. Idem, em relagao ao ntimero 57. 

8. Idem, em relagao ao numero|64. 

31. Quadrado da diferenga de dois numeros. Teorema. 

0 quadrado da dijerenga de dois numeros e igual ao quadrado do 
primeiro, menos duas vizes o produto do primeiro pelo segundo, 
mais o quadrado do segundo. Por exemplo : 

( 8 _5)2 = 8 2 — 2 X 8 X 5 + 5 2 = 64- 80 + 25 = 9 

(10 - 7) 2 = 10 2 - 2 X 10 X 7 + 7 2 = 100 - 140 + 49 = 9 

( 9 _ 5)2 = 9 2 - 2 X 9 X 5 + 5 2 = 81 - 90 + 25 = 16 

Vamos demonstrar este teorema, graficamente. 



Tracemos dois quadrados ABCD e CMNR, de acordo com 
a figura. Suponhamos que AB mede 8cm e CM, 5em. Em se- 
guida, tracemos o segmento EF paralelo a AD, e prolonguemos 


NR at6 o ponto S. A area da figura total 6 8 2 + 5 2 . A area do 

quadrado EBRS e (8 - 5) 2 . E a figura nos diz que a area do 

quadrado EBRS e igual a area da figura total, menos a area dos 
retangulos ADFE e FMNS, cada urn dos quais mede 8 centime- 
tros de eomprimento por 5 centimetres de largura. Portanto, 

(8 - 5) 2 = 8 2 + 5 2 - 3 X 8 X 5 

(8 - 5) 2 = 8 2 — 2 X8X5 + 5 2 

* 

Yariando as dimensoes da figura chegaremos sempre ao 
mesmo resultado. Podemos estabelecer, pois, de urn modo geral, 
1 que : 


Exercicios em classe 

1. Mostrar graficamente que (10 — 7) 2 = 10 2 — 2 X 10 X 7 + 7 2 . 

' \ 2. Mostrar grMicamente que ( 9 - 5) 2 = 9 2 - 2 X 9 X 5 + 5 2 . 

\3. Mostrar graficamente que (12 — 7) 2 = 12 2 — 2 X 12 X 7 + 7 2 . 

4. Com o auxilio do teorema deste pardgrafo, calcular 37 2 . (Escrever 

40 - 3 em lugar de 37.) 

5. Idem, em relagao ao numero 28. 

6. Idem, em relagao ao ndmero 46. 

7. Idem, em relagao ao mimero 57. 

8. Idem, em relagao ao ntimcro 78. 

32. C&lculo mental. I. Com o teorema do §30 podemos 
verifieab que o quadrado de um numero no quad o algarismo das 
unidades e 5, e igual ao quadrado das dezenas, mais 10 vezes as de- 
zenas, mais 25. Por exemplo, 

45 2 = (40 + 5) 2 = 40 2 + 2 X 40 X 5 + 5 2 
= 40 2 + 10 X 40 + 5 2 
= 1 600 + 400 + 25 = 2 025 

Observemos que 1 600 + 400 = 16 X 100 + 4 X 100 

Portanto, na pratica, para elevar ao quadrado um numero 
de dois algarismos, no qual o algarismo das unidades e 5, proce- 


(a - b ) 2 = a 2 - 2ab + 6 2 
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demos do seguinte modo : ao quadrado do algarismo das dezenas, 
tornado em valor absolute, somamos este mesmo algarismo, e 
d direita do produto escrevemos 25. Para calcular o quadrado de 
65, diremos (ou pensaremos) : 6 X 6 + 6 = 42 ; 65 3 = 4 225. 

Chegaremos ao mesmo resultado, multiplicando o algarismo 
das dezenas pelo algarismo imediatamente superior, e escrevendo 
25 h direita do produto. 

Com efeito, 

45 2 - (40 + 5) 2 = 1 600 + 400 + 25 

Observemos que 

1 600 + 400 = 16 X 100 + 4 X 100 

= 20 X.100 = (4 X 5) X 100 

' 15 2 IX 2 = 2 15 2 = 225 

35 2 3 X 4 = 12 35 2 = 1225 

Exemplos * 55 2 5 X 6 = 30 55 2 = 3 025 

85 2 . .... 8 X 9-= 72 85 2 = 7225 

. 105 2 10 X 11 = 110. .. . 105 2 = 11 025 

II. O quadrado de um numero de dois algarismos, no qual 
o algarismo das unidades 6 9, tamb^m pode ser caleulado men- 
talmente. Por exemplo, 

29 2 = (30 - l) 2 = 30 2 - 2 X 30 X 1 + l 2 (§31) 

= 900 - 60 + 1 % 

= 840 + 1 = 841 

Deste exemplo se conclue que, para calcular o quadrado de 29, 
e bastante calcular o quadrado de 30, dUe diminuir o dobro de 30, 
e somar uma unidade ao resultado. 

' 19 2 = (20-1) 2 = 400- 40 + 1 = 360+ 1 = 361 

29 2 = (30-1) 2 = 1900- 60 + 1 = 840+ 1 = 841 

39 2 = (40- l) 2 = 1 600- 80 +4 = 1 520 + 1 = 1 521 

. 49 2 = (50- l) 2 = 2 500 - 100 + 1 = 2 400 + 1 = 2 401 


Exemplos 
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III. 0 quadrado de um numero cujo algarismo das unidades 
£ 1, e igual ao quadrado das dezenas, mais o dobro das dezenas, 
mais um. Com efeito, 

= (40 + 1)2 = 40 2 + 2 X 40 X 1 + l 2 
= 1 600 + 80 + 1 = 1 681 

f ll 2 = 100 + 20 + 1 = 121 

I 21 2 = 400 + 40 + 1 = 441 

31 2 = 900 + 60 + 1 = 961 

. 51 2 = 2 500 + 100 + 1 = 2 601 

IV. Todas as potencias de 1 sao iguais a 1. 

| l 2 = 1 X 1 ; l 3 = 1 X 1 X 1 ; l 4 = 1 X 1 X 1 X 1 ; etc., j - 

Y. Qualquer potencia de 10 6 igual & unidade, seguida de 
tantos zeros quantas sao as unidades do expoente. 

J * “ ' ' - — — — 

I 10 2 = 10X10=100 J 10 4 = 10X10X10X10 = 10000 ! 

| 10 3 = 10X10X10=1 000 ! 10 5 = 10 X 10X10X10X10 = 100 000 ! 


33. Diferenga entre os quadrados de dois numeros 
inteiros consecutivos. Dois numeros inteiros sao consecutivos, 
quando sua dijerenga e a unidade. Assim, os numeros 5 e 6, 
7 e 8, 11 e 12, etc., sao consecutivos. 

Teorema. A dijerenga entre os quadrados de dois numeros 
inteiros e consecutivos e igual ao dobro do menor e mais um. 

Sejam /i + len dois numeros inteiros e consecutivos. Ele- 
vando-os ao quadrado, teremos : 

(n+l) 2 = n 2 +2XnXl+l 2 = n 2 +2n+l 

n 2 = =n 2 

E os resultados nos mostram que a diferenga entre os dois 
quadrados 6 realmente o dobro do numero menor, e mais um. 



r\ 
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O grafico acima ilustra o teorema que acabamos de demonstrar. 
Com este teorema podemos construir uma tabela de^ quadrados. 


100 
100 + 
121 + 
144 + 
169 + 

: 196 + 

= 225 + 
= 256 + 
* 289 + 
= 324 + 
= 361 + 


20 + 1 = 
22 + 1 = 
24 + 1 : 
26 + 1 
28 + 1 
30 + 1 
32 + 1 
34 + 1 
36 + 1 
38 + 1 


Observa S ao. Os alunos deverao preencher o quadro acima. 

Da figura 8 resulta mais uma conclusao interessante. 

S e somarmos numeros impares consecuhvos, a partir da um- 
dade, a soma sera sempre um quadrado. 
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Suponhamos que cada quadradinho da figura 8 representa 
uma unidade ; teremos imediatamente : 


1 + 3 = 4 = 2 2 
l + 3 + 5 = 9 = 3 2 




34. Raiz quadrada. Raiz quadrada de um numero e um 
outro numero que, elevado ao quadrado, reproduz o primeiro. 

A raiz quadrada de 36 e 6, porque 6 X 6 = 36 ; a raiz qua- 
drada de 81 e 9, porque 9 X 9 = 81 ; a raiz quadrada de_ 900 
5 30, porque 30 X 30 = 900 ; a raiz quadrada de 1 681 e 41, 
porque 41 X 41 = 1681. 

Para indicar que a raiz quadrada de 1 681 4 41, escreveremos : 
V 1681 = 41 


Aparece, assim, em Aritmetica, um sinal que ainda nao co- 
nheclamos, o sinal V e que se cbama radical. O numero que 
se escreve debaixo do radical e cha mado radicando. E e ne- 
cessario nao confundir a expressao ^1 681 com o radicando 1681. 
Pedro percorreu V 1 681 quilometros ; isto significa que Pedro 
percorreu 41 quilometros e nao 1 681 quilometros. Analoga- 
mente, V^00 na ° e 100 ; e 10. O valor da expressao aritm6tica 
■\j 441 nao e 441 ; e 21. 


Exercicios orais 


f 


1. VT = ? 

2. VToo = ? 

3. Vis =? 

4. 


5. V9 - =? 

6 . =? 

7. Vl21 = ? 

8. Vl44 - ? 


9. V25 = ? 

10 . sjoi = ? 

11. V36 = ?. 

12. •V2500 = ? 


13. = ? 

14. Vs 00 = ? 

15. V400 = ? 

16. V225 = ? 


17. Um quadrado tern 81 metros quadrados de drea. Quanto mede o 

lado ? 

18. Quanto mede o lado de um quadrado cuja drea e de 144 cent! metros 
quadrados ? 

19. Quanto mede o lado de um quadrado cuja drea e de 900 milfmetros 
quadrados ? 


■i 
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35. Quadrados perfeitos e imperfeitos; raiz quadrada 
aproximada. Qual 6 a raiz quadrada de 30? N&o 6 5, porque 
5X5 = 25; nao e 6, porque 6X6 = 36. Entao a raiz quadrada 
de 30 esta compreendida entre 5 e 6; 6 5 mais alguma coisa 
ou 6 menos alguma coisa. Quer num caso, quer no outro,, 
esta alguma coisa nao ctiega a uma unidade; com efeito, se 

5 6 pouco para V 30, 5+1 6 muito; se 6 6 muito para V 30, 6-1 

6 pouco. No primeiro caso, 5 6 pouco para V 30, mas o que falta 

para V 30 6 inferior a uma unidade; no segundo, 6 6 muito para 
V 30^ mas o excesso de 6 sobre V 30 6 inferior a uma unidade. 
Dizemos em Aritm6tica, que 5 e 6 sao as raizes quadradas apro- 
ximadas do numero 30, e escrevemos: 

V 30 = 5 (com 6rro inferior a 1 unidade, por falta) 

V 30 = 6 (com erro inferior a 1 unidade, por excesso) 

Quando um numero inteiro tem raiz quadrada exata, toma 
o nome de quadrado perfeito. Entre os 100 primeiros numeros 
inteiros ha apenas 10 numeros que sao quadrados perfeitos, a 
saber: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81 e 100. Quando um numero nao 
tem raiz quadrada exata, chama-se quadrado imperfeito. E 
at 6 nova ordem, devemo-nos contentar com a sua raiz quadrada 
aproximada. 

Chama-se raiz quadrada aproximada de um numero dado, e 
que nao e quadrado perjeito, o maior numero cujo quadrado e menor 
que o numero dado, ou o menor numero cujo quadrado e maior que 
o numero dado. 

Nestas condigoes, a raiz quadrada aproximada de 60 e 7 ou 8, 
porque 7 6 o maior numero cujo quadrado 6 menor que 60, e 8 
6 o menor numero cujo quadrado 6 maior que 60. 

Comparando os 10 primeiros numeros, com os seus qua- 
drados, teremos : 


Numeros 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Quadrados 

1 

4 

9 

16 

25 

36 

49 

64 

81 

100 


O quadro acima nos mostra que 0 quadrado de um numero 
inteiro qualquer termina em 1, 4, 5, 6, 9 ou 0. Com efeito, consi- 
derando um numero inteiro qualquer, e elevando-o ao quadrado, 
teremos : 

374 2 = 370 2 + 2 X 370 X 4 + 4 2 

No segundo membro desta igualdade temos tres parcelas. 
As duas primeiras terminam sempre por zeros ; logo, a terceira 
parcela, 16, contem o algarismo 6, resultan te do quadrado de 4 ; 
e fete algarismo, 6, 6 o algarismo das unidades do quadrado 
de 374. 

Por tan to, para que um numero seja quadrado perfeito, 6 
necessario que o algarismo das unidades seja 1, 4, 5, 6, 9 ou 0. 
Mas, esta condigao, sendo necessaria, nao e suficiente. Por 
exemplo, os numeros 11, 14, 15, 26, 29, 30 nao sao quadrados 
perfeitos. 

Observagao. Em particular, se um numero termina em 5, seu quadrado 
termina em 25. E’ o que podenos verificar com os exemplos do §32, I. Por- 
tanto, para que um numero terminado em 5 seja quadrado perfeito, 6 neces- 
sdrio que o algarismo das dezenas seja 2. Esta condigao, porem, sendo neces- 
sdria, nao 6 suficiente. Por exemplo, 325 nao e quadrado perfeito. 

Exercicios em classe 

■'1. Entre 100 e 200 quantos quadrados perfeitos existem e quais sao? 

— 2. Entre 200 e 300 quantos quadrados perfeitos existem e quais sao? 

'-3. Entre 300 e 400 quantos quadrados perfeitos existem e quais sao? 

"4. Qual e o maior quadrado perfeito contido em 80? 

-5. Qual 6 o maior quadrado perfeito contido em 120? 

“6. Separar 90 em duas parcelas, a primeira das quais seja o maior 
quadrado perfeito possfvel. 

—7. Separar 150 em duas parcelas, a primeira das quais seja o maior 
quadrado perfeito possfvel. 

36. Extragao da raiz quadrada. Extrair a raiz quadra- 
da de um numero dado significa determinar o numero que, ele- 
vado ao quadrado, reproduz o numero dado. Por exemplo, qual 
6 a raiz quadrada do mimero 4489? Para responder a esta 
pergunta, 6 necessario extrair a raiz quadrada do numero 
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4489. E o problema sera proposto aos estudantes da maneira 

seguinte : V 4489 = ? , . 

Para extrair a raiz quadrada de um numero, ha dois pro- 
cesses distintos, aos quais chamaremos de processo espontaneo 
e processo usual* I 

37. Processo espontdneo para extrair uma raiz qua- 
drada. Extrair a raiz quadrada de um numero dado 6 deter- 
minar um segundo numero que, elevado ao quadrado, reproduz 
o primeiro. Nestas condigoes, para extrair a raiz quadrada de 
um ntimero qualquer, por exemplo, do ndmero 4489, e bastm te 
elevar ao quadrado todos os numeros mteiros a partn de 1, 
at6 que se descubra qual o numero que, elevado ao quadrado, 
reproduz o numero 4489. Este processo que, a pnmeira vista 
parece ser muito moroso, 6 mais ou menos rapido, se houver por 
parte dos estudantes certa habilidade na escolha dos numeros 

Q ue devem elevar ao quadrado. 

Vejamos entao qual 6 o valor de V 4489_Obseryemos que 
m2 = 100 100 2 = 10 000, etc.. Portanto, V 4489 esta entre 10 
e 100. Tomemos um numero qualquer entre 10 e Jf°_ e ™ J ° 
quadrado seja facil de obter, por exemplo, 50. Ora 50 2 - 2 500. 
Entao V4489 esta entre 50 e 100. Expenmentemos 70 ; 70 - 
_ 4900 Logo, V 4 489 esta entre 50 e 70. Expenmentemos 
' 60 - 60 2 = 3 600; V^+sta entre 60 e 70. Experimentemos 

1 65 2 = 3600 + 600 + 25 = 4225. (§32) Logo, a/4489 

1 esU entre 65 e 70. Experimentemos 67 ; 67 2 = 4489. Entao 

it ' -\Tj489 = 67. 

Este processo, ao qual d6mos o nome de processo espon- 
' ipn noraue resulta espontaneamente da defimgao da raiz 

' quadrada, nfto 4 aconselhdvel na pratica, por ser m* — 

< 7iJnm 0 Clara e precisa * uma opcracfla l mm cannnho andado 

vara, compreender e ejetuar esta mesma operagao. 

I A disposigao pratica do trabalho pode ser a seguinte : 
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10 2 = 100 

100 2 = 10000 . •. 10 < V 4489 < 100 

50 2 = 2500 . 50 < V 4489 < 100 

-^4489 = ? 70 2 = 4900 . \ 50 < V 4489 < 70 

60 2 = 3600 . •. 60 < V 4489 < 70 

65 2 = 4225 .'. 65 < V4489 < 70 

67 2 = 4489 
Resposta. -^4489 = 67 


Exercicios em classe 

Calcular pelo processo espontaneo: 

1. V225 J 3. V961 I 5. V5776 J 7. ^1296_ 

2. V625 j 4. Vl764 ' 6. V8649 1 8. V2916 

N. B. No exerclcio modulo d este par dgrafo, para indicar que 10 6 menor 
que V 4 489, escrevem os 10 < V 4 489 ; para indicar que 100 € maior que 
■\j 4 489, escrevemos V 4 489 < 100. Para indicar que um ndmero 6 maior 
que outro, 6 bastante colocar entre ambos um Angulo cuja abertura fique vol- 
tada para o numero maior. Portanto, 9 > V 25 c l uer d izer que 9 6 maior 
do que ^~25 ; 7 < V 64 quer dizer que 7 6 menor que \ 64 ; 4 < "V 25 < 6 
quer dizer que V 25 6 maior que 4, mas 6 menor que 6. 


38. Processo usual para extrair uma raiz quadrada. 

Qual 6 a raiz quadrada de 837 581 481 ? Para determina-la, va- 


mos recorrer ao processo pratico 

8.3 7.5 8.1 4,8 1 28 941 

4 

4 3.7 48X8 

3 8 4 

5 3 5.8 569X9 

5 12 1 

2 3 7 1.4 5784X4 

2 3 13 6 

0~5 7 8 8.1 57 881X1 

5 7 8 8 1 
0 


ou usual. 

Regra. Divide-se o nu- 
mero dado em classes de 
dois algarismos, da direita 
para a esquerda; a primeira 
classe a esquerda, pode ser 
constitulda por um algaris- 
mo. Debaixo da primeira 
classe a esquerda (8), escre- 
ve-se o maior quadrado que 
ela cont4m, isto 5, 4, cuja 
raiz (2) 4 escrita no lugar 
adequado, isto 6, por cima 
do trago horizontal. Da pri- 
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meira classe :\ esquerda (8), diminue-se o maior quadrado que 
ela cont4m (4), e ao lado do resto (4), escreve-se a classe 
seguinte do radicando (37). Separa-se um algarismo a di- 
reita do numero assim formado (437), e divide-se a parte que 
fica a esquerda (43), pelo dobro da raiz obtida (por 4, que 
se escreve por baixo do trago horizontal). O quociente (8) 6 
escrito ao lado da raiz, (ao lado de 2) e ao lado do dobro da mes- 
ma raiz (ao lado de 4, por baixo do trago horizontal). Multi- 
plica-se o numero assim formado, (48) pelo mesmo quociente (8), 
e subtrai-se o produto (384) de 437. Ao lado do resto (53), es- 
creve-se a classe seguinte do radicando (58). Separa-se um 
algarismo a direita do numero assim formado (5358), e divi- 
de-se a parte que fica a esquerda-(535), pelo dobro da raiz obtida. 
(A raiz obtida e 28; o ddbro e 56, que se escreve por baixo do 
trago horizontal e por baixo de 48.) O quociente (9) 4 escrito 
ao lado da raiz (ao lado de 28) e ao lado do d6bro da raiz (ao lado 
de 56). Multiplica-se o numero assim formado (569) pelo mes- 
mo quociente (9), e subtrai-se o produto (5121) de 5358. Ao 
lado do resto (237) escreve-se a classe seguinte do radicando 
(14), etc.. 


Primeiro exemplo. \ 61 009 = ? 

V 6.1 0.0 9 247 

4 

2 1.0 44 X 4 

1 7 6 

3 4 0.9 487 X 7 

3 4 0.9 
0 0 0 0 

Resposta. V 61 009 = 247 


487 X 7 


Segundo exemplo. 

V 3 6.8 4.4 9 
3 6 

0 8.4 4.9 
8.4 4.9 
0 0 0 0 


' 368 449 


1 207 X 7 


Resposta. V 368 449 “ 607 


Terceiro exemplo. V 31 528 ■= ? 


3.1 5.2 8 

1 

2 1.5 
18 9 
2 6 2.8 
2 4 2 9 
1 9 9 


27 X 7 
347 X 7 


Resposta. 

31 528 •= 177 (com 6rro inferior a 1 uni- 
dade, por falta) 

V 31 528 = 178 (com erro inferior a 1 uni- 
dade, por excesso) 
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39. Prova da raiz quadrada. Extraida uma raiz quadrada* 
e para verificar se a operagao esta certa, 4 bastante elevar a raiz 
ao quadrado, e somar o resultado com o resto da operagao, 
quando este resto existe. A soma devera ser igual ao radicando. 

A prova mais pratica 4 a 
prova dos noves, por ser mais 
rapida, embora nos d4 uma 
certeza relativa. Considere- 
mos o exemplo ao lado. Ti- 
ram-se os noves da raiz ; o 
resto 4 2, que se escreve nos 
dois angulos retos situados a esquerda da cruz. Multiplica-se 2 
por 2 e escreve-se o produto a esquerda do resto da operagao. Em 
seguida, tiram-se os noves de 4 *»->- 158, como se se tratasse do 
numero 4 158 ; o resto 4 zero. Finalmente, tiram-se os noves 
do radicando ; o resto 4 zero. Os dois tdtimos restos, zero e zero, 
sendo iguais, 4 provavel que a operagao esteja certa. 

Esta regra 4 facil de justificar, considerando que 
55 854 = 236 X 236 + 158 (E.M.P.Y. § 98) 

Observa?ao. A regra pode ser simplificada com a pnitica 
• ^ tamb6m observar que o resto nao pode ser maior que o ddbro da 

raiz (§40) O valor mfcimo do resto 6 o d6bro da raiz. E’ preciso prestar 
muita atensao a Me fato porque, quando o resto e maior que o dobro da 
raiz, a prova dos noves nao acusa Sste trro. 




— 

! V5 . 5 8.5 4 

236 

2 |0 

J 1 5 8 

43 X 3 

2 |0 

; 2 9 5.4 

466 X 6 


j 4«»->l 5 8 




Exercfcios. Serie XI 


1. 

2 . 

3. 


V 376 996 = 

V 25 270 729 = 

V 1 380 = 


] 4 - V 52 847 = j 7. Vs 155 => 

i 5. V 12 345 678 = | 8. V 16 064 064 = 

J 6. V 12 625 = [ 9. -\/ 844 250 = 


mede ^"lado ? rea ^ Um qUa< ^ ra( *° ^ 73 441 metros quadrados. Quanto 


quadrados? Uant ° mCde ° Iad ° de U “ ( l uadrado cu i a ^ rea 4 de 3844 decfmetros 

12. Uma f61ha de papel milimetrado, de forma quadrada, cont6m 2025 
centimetros quadrados.^ Qual 6 o comprimento da f61ha? E a largura? 

13. Qual 6 o maior quadrado perfeito contido em 8 974 ? 

14. Qual 6 o maior quadrado perfeito contido em 12 688 ? 

15 - Q'/f 1 4 , ° ndmero cuja raiz quadrada, com 6rro inferior a uma uni- 
aade, por falta, e 75, havendo um resto igual a 73 ? 

16 - Qu a l 6 o numero cuja raiz quadrada, com erro inferior a uma uni- 
aade, por falta, e 83, havendo um resto igual a 137? 


| 



j 

t 
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40. O resto na extragao da raiz quadrada. Nem todos 
os numeros sao quadrados perfeitos. O numero 40 nao 4 um 
quadrado perfeito. A raiz quadrada de 40, com erro inferior a 
uma unidade, por falta, 4 6, porque 6 4 o maior numero cujo 
quadrado 4 inferior a 40. Ora, 6 2 = 36 e 40 — 36 = 4. Ao nti- 
mero 4 da-se o nome de resto. 

Na divisao, o resto 4 sempre menor do que o divisor ; na ex- 
tragao da raiz quadrada o resto pode ser igual a raiz ; pode ser 
maior do que a raiz; pode ser igual ao dobro da raiz; mas nao 
pode ser maior do que o dobro da raiz. 

Ja vimos que a diferenga entre os quadrados de dois numeros 
inteiros e consecutivos 4 igual ao dobro do menor e mais 1. ( § 33) 

Nestas condigoes, sendo V 49 = 7, para que a raiz seja igual 
a 8 6 necessario que o radicando 49 aumente de 2X7+ 1 uni- 
dades. Se o acrescimo do radicando for, no maximo, igual a 14 
unidades, a raiz sera 7 e o resto sera 14, isto 4, o dobro da raiz. 

Na extragao da raiz quadrada, o resto pode ser igual 
a raiz, maior do que a raiz, igual ao dobro da raiz; mas 
nao pode ser maior do que o dobro da raiz. 



Exercicios. Serie XII 

\1. Um terreno retangular mede 432m por 75m. Quanto medirfi o 
lado de um terreno quadrado equivalente ao primeiro ? 

Observagao. Duas figuras sao iguais quando, superpostas, eoincidem 
em toda a sua extensao ; sao equivalente^ quando tem a mesma drea. Cortemos 
em papel milimetrado, um retangulo com 9cm por 4cm, e um quadrado com 
6cm de lado. Estas duas figuras nao sao iguais porque nao podem, absolu- 
tamente, coincidir; entretanto, sao eqiiivalentes, porque tem a mesma drea, 
a saber : 36 centimetres quadrados. 

\2. Quanto mede o lado de um terreno quadrado equivalente a um 

terreno retangular de 847m por 252m? 

\3. Um terreno quadrado tem 435 metros de lado. Qual serd o com- 
primento de um terreno retangular equivalente ao primeiro, e com 225 metros 

de ^ %. Um terreno quadrado tem 297 metros de lado. Qual serd o compri- 
mento de um terreno retangular equivalente ao primeiro e com 99 metros de 

g 5. A raiz quadrada de um numero 4 87 e o resto 6 o maior possivel. 

Qual 4 o mimero? . , . 

6. A raiz quadrada de um mimero 4 76 e o resto 4 o maior possivel. 

Qual 4 o numero ? 


i 
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7. Sendo iXi = l 849, quanto vale x ? 

8. Sendo x 2 = 42025, quanto vale x ? 

9. Sendo 2740 = x 2 + 36, quanto vale x? 

10. Sendo 172 500 = x 2 + 275, quanto vale x? . 

\11. A soma das dreas de dois quadrados 4 2 385 metros quadrados ; 
a diferenga 5 207 metros quadrados. Quanto mede o lado de cada um desses 

qUa 12. A soma das dreas de dois quadrados 4 3 874 metros quadrados ; 
a diferenga 4 176 metros quadrados. Quanto mede o lado de cada um desses 

13. Comprei um terreno de forma quadrada, calculei a drea e achei 
172 225 metros quadrados. Mais tarde, procedendo novamente a avaliagao 
da drea do terreno, verifiquei que a primeira avaliagao estava errada. Ao 
medir, -pela primeira vez, o comprimento do lado do terreno, enganei-me e 
achei 8m mais do que realmente tem. Qual 4 a drea exata do terreno . 

41. Operagoes de terceira especie. A adipao e a sub 
tragao sao operagoes de primeira especie ; a multiplicagao e a 
divisao sao operagoes de segunda especie. 

A quinta e a sexta operagoes fundamentais sao a poten- 
ciagao e a radiciagao. 

Tedricamente, a potenciagao 4 uma operagao muito simples. 
Com efeito, calcular 2 ir ' 4 calcular o produto de dez fatores iguais 
a 2. Na pratica 4 operagao, por vezes, penosa e demorada como, 
por exemplo, calcular 328 25 . Mais tarde, no curso de Algebra, 
travaremos conhecimento com os logaritmos, os quais nos per- 
mitirao calcular rapidamente 328 25 . 

A radiciagao 4 o inverso da potenciagao. Elevando um certo 
ndmero ao quadrado ou a segunda potencia achamos 61 009. 

Se quisermos desjazer o que fizemos na potenciagao, temos 
de extrair a raiz quadrada ou a raiz segunda do numero 61009. 
E acharemos 247. Portanto, o que compomos ya potenciagao, 
decompomos na radiciagao . Eis por que a potenciagao 4 chama- 
da operagao de composigao e a radiciagao 4 chamada operagao de 
decomposigao. E ambas sao chamadas operagoes de terceira 
especie. 

Em resumo, as operagoes fundamentais da Antm4tica sao 

seis : 

operagoes de primeira especie: adigao e subtragao 

operagoes de segunda especie: multiplicagao e divisao 

operagoes de terceira especie; potenciagao e radiciagao 
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Podemos distribuir as seis operates em dois grupos : 


operayoes diretas (ou de composiyao) . 


operayoes inversas (ou de decomposiyao) . 


subtragao 

divisao 

radiciagdo 


No campo dos numeros inteiros ou naturais, as tr 6 s primeiras 
s5o sempre possiveis ; as tres ultimas, nem sempre. 

42. A radiciayao. Ja aprendemos a extrair a raiz quadrada 
ou segunda. Mas, al 6 m desta, temos tambdm a raiz terceira ou 
raiz cubica, a quarta, a quinta, a sexta, etc.. 

Raiz cubica de um numero dado e outro numero que, elevado 

ao cubo, reproduz o numero dado. A raiz cubica de 64 4 4, por- 

8 

que 4 3 = 64. E escreveremos "\f 64 = 4. 

Raiz quarta de um numero dado 6 outro numero que, elevado 
d, quarta potencia, reproduz 0 numero dado. A raiz quarta de 81 

4 

6 3, porque 3 4 — 81. E escreveremos : V 81 = 3. 

Raiz quinta de um numero dado e outro numero que, elevado d 
quinta potbicia, reproduz -o numero dado. A raiz quinta de 100 000 

5 

6 10, porque 10 5 = 100 000. E escreveremos : V 100 000 = 10. 
E assim por diante. 

HA, portanto, v£rias esp^cies de raizes, isto 4, raizes de graus 
dijerentes. E para indicar o grau de uma raiz, escreveremos um 
numero no ftngulo do radical, ao qual chamaremos Indice. Por- 
t&nto, 3 

V 64 significa raiz cubica de 64. 


V~81 significa raiz quarta de 81. 
5 

V32 significa raiz quinta de 32. 
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Os numeros 64, 81 e 32 sao os radicandos, e os numeros 3,. 
4 e 5 sSo os Indices. Em relay ao h raiz quadrada ou segunda n5o 
6 costume escrever-se o indice 2 ; para indicar a raiz quadrada 

de 36 escreve-se V 36 e nao -\f36 . 

A dificuldade da extrayao de uma raiz aumenta com o in- 
dice da mesma ; quanto mais elevado 4 o indice, mais penosa 4 a 
extrayao da raiz correspondente. Contentemo-nos, por enquanto, 
com a extrayao da raiz quadrada ; mais tarde, os logaritmos nos 
permitirao extrair qualquer raiz, sem dificuldade e rapidamente. 


Exercicios orais 


o 1 4 

1. VlOOO = • .1 4. V"81 = 


2. V8 000 = 

3 

3. V 729 = 


5. V 10 000 = 

4 

6. V 160 000== 


5 , I « 

7. V 3 125 = { 10. V 64 = 


8. V 243 = 

5 

9. V 32 = 


11. V 256 

3 

12. V 216 


Exercicios. Serie XIII 

Calcular pelo m<5todo espont&neo (por tentativas) 


1. V 3 375 

5 

2. ^59 049 


3. V 14 641 


5. V 20 736 
4 

6. V 234 256 


Calcular as expressoes aritm^ticas seguintes: 


7. Vl 

10 

8. V 59 049 


3 3 

9. 10 + 3 4 - 5 X 2 6 X V 484 + 3 l X 4 3 X V 8 - 80 ^ ^fl2E 

4 , 3 40 

10. V 10 000 + 7 X v 216 - 2 x 3 5 x 7 10 x 0 + V 1 + 5* X V625 

Observa C ao. Efetuar em primeiro lugar as operagCes de terceira 
especie, depois as de segunda e, por dltimo, as de primeira. 

43. Teoremas relatives as potencias e raizes. I. Para 

multiphcar duas poRncias de uma mesma base, e bastante somar 
os expoentes. A significayao deste teorema 4 fdcil de compreender ; 
se tivessemos de enuncia-lo completamente, deveriamos dizer : 
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v f- <Para multiplicar duas potencias de uma mesma base, basta jor - 
mar autra potencia cuja base seja a comum aos jatores, e cujo 
expoente seja a soma dos expoentes dos jatores .» 

Com efeito, pela definigao de potencia, temos : 

a 3 x a 4 = (a X a X a) X (a X a X a X a) 

Pela lei associativa da multiplicagao, resulta : 

a? X a* = aXaXaXaXaXaXa 
Finalmente, da definigao de potencia, resulta . 

a 3 X a 4 = a 7 

E, de um modo geral, 


F&eilmente se provara que a 2 X a? X a r> a 10 , etc.. 

D 6 ste teorema resulta que : 

a 7 = a 2 X a 5 = a X a 6 x 10 = x 4 X x 6 = x 3 X x 2 X x 5 , etc.. 

■ II. P.ara multiplicar duas potencias com expoentes iguais, 
porem com bases dijerentes, multiplica m-se as bases e dd-se ao pro- 
duto o expoente comum aos jatores. 

Com efeito, pela definigao de potencia, temos : 

2 3 X 5 3 = (2 X 2 X 2) X (5 X 5 X 5) 

Em virtude das propriedades associativa e comutativa da 
multiplicagao, podemos escrever sucessivamente : 

2 3 X 5 3 = 2 X 2 X 2 X 5 X 5 X5 
=2X5X2X5X2X5 
= 10 X 10 X 10 = 10 3 

E, de um modo geral, 
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Deste teorema resulta que: 

6 3 = 2 3 X 3 3 15 4 = 3 4 X 5 4 21 2 = 3 2 X 7 2 , etc.. 

'Kill. Para dividir duas potencias dijerentes, de uma mesma 
base, e bastante diminuir o expoente do divisor do ' expoente do divi- 
dendo. 

Vamos provar que a 7 -f- a 4 = a 3 . 

Com efeito, assim 6 porque a 3 X a 4 = a 7 . 

E, de um modo geral, 


a -7- a" = a" 


Observa^ao. Na aplicagao deste teorema devemos ter m > n. Para 
m =n ou m< n acharemos certos resultados singular es que serao interpre- 
tados mais tarde. 

Do teorema que acabamos de demonstrar resulta que : 
a 5 a 6 a 8 

, a- 2 = — ^ = — r = — 5 , etc.. 
a 3 a 4 a 6 ’ 

IV. Para elevar uma potencia dada, a uma potencia qualquer, 
e bastante multiplicar os expoentes. 

Com efeito, pela definigao de potencia, temos : 

(o 4 ) 3 = a 4 X a 4 X a 4 

E, de acordo com o primeiro teorema, resulta : 

* 4 . (a 4 ) 3 = a 12 

Podemos, pois, escrever de um modo geral : 

(a m ) n = a mn 

Portanto, a 12 = (a 4 ) 3 = (a 3 ) 4 = (a 2 ) 6 = (a 6 ) 2 

V. Para extrair uma raiz dada, de uma potencia dada, e bas- 
tante dividir o expoente da potencia pelo indice da raiz. 


Por exemplo, 


'a 12 = a 4 . 
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Com efeito, assim 6 porque, elevando a 4 k terceira potencia, 
teremos, de ac6rdo com o terceiro teorema : 

(a 4 ) 3 = a 12 

E, de um modo geral, 

n m 

V a m = a n 

Obeervacao. Por ora devcmos admitir que m 6 divisfvel por n. 

44. Adigao e subtragao de potencias. O que dissemos 
no pardgrafo anterior se resume nas formulas seguintes : 

I. a m Xa n — a m+n i III. ( a m ) n = a mn 

[ n m 

II. a m -i-a n =a m - n { IV. ^a m -a n 

E’ interessante observar que : 

a) A multi pi icagao de pot&ncias se reduz a uma adigao 
de expoentes. 

b ) A divisao de potencias se reduz a uma subtragao de ex- 
poentes. 

c) A potenciagao de potencias se reduz a uma multipli- 
cagao de expoentes. 

d) A radiciagao de potencias se reduz a uma divisao do ex- 
poente da pot&ncia pelo indice da raiz. 

Isto 6, 

As operagoes de segunda especie se reduzem a operates de 
primeira. 

As operagoes de terceira especie se reduzem a operagoes de 
segunda. 

Entretanto, em relagao a adigao e & subtragao de potencias, 
nao hd outra cousa a jazer, senao calcular as potencias e depois, 
somar ou subtrair, porque nao ha operagQes mais simples que a 
adigao e a subtragao. 

23 4 - 2 4 = 8 + 16 = 24 ; 3 5 - 3 3 = 243 - 27 = 216 
5 3 - 5 2 + 5 4 - 5 = 125 - 25 + 625 - 5 = 720 
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45. Potencia de um produto. Para elevar um produto 
de dots ou mais jatores a uma potencia dada, e bastante elevar cada 
um dos jatores d potencia dada, e multiplicar os resultados. 

Vamos mostrar que : 

(5 2 X 7 3 X ll) 3 = 5 6 X 7 9 X ll 3 

Com efeito, pela definigao de potencia, teremos : 

(5 2 X 7 3 X ll) 3 = (5 2 X 7 3 X 11) X (5 2 X 7 3 X 11) X (5 2 X 7 s X 11) 

,. ’Lembrando as propriedades associativa e comutativa da mul- 
tiplicagao, podemos escrever : 

(5 2 X 7 3 X ll) 3 = 5 2 X 5 2 X 5 2 X 7 3 X 7 3 X 7 3 X 11 X 11 X 11 

Finalmente, associando as potencias com bases iguais, con- 
cluiremos que : 

(5 2 X 7 3 X ll) 3 = 5° X 7 9 X ll 3 

E, de um modo geral, podemos escrever : 

(a m X b n X c r )“ - a mu X h nu X c ru 

46. A caracteristica de um quadrado perfeito. Um 
numero inteiro 6 quadrado perfeito quando 6 o quadrado de 
um outro numero inteiro. Por exemplo, os numeros 961 31 2 ) 

2 704(= 52 2 ), 4 096(= 64 2 ), etc., sao quadrados perfeitos. ? 

Consideremos o numero 360. Decompondo-o em'fatores pri- 
mos, teremos : 

360 = 2 3 X 3 2 X 5 

De acdrdo com o teorema conhecido (§45) teremos: 

(2 3 X 3 2 X 5) 2 = 2 6 X 3 4 X 5 2 

Portanto, 

Para elevar ao quadrado um numero inteiro decomposto 
em sens fatores primos, e bastante duplicar o expoente de 
cada um dos jatores. 

Ora, a decomposigao de um numero inteiro em fatores primos 
pode ser efetuada de um unieo modo. Portanto, se decompuser- 
mos um quadrado perjeito em seus fatpres primos, os expoentes 
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dtstes jatores primos serdo numeros pares. E’ esta uma condiga 0 
necessaria para que um numero inteiro seja quadrado perfeit . 

Reciproeamente, se, decompondo um numero inteiro em fa- 
tores primos, verificamos que os expoentes destes fatores primos 
‘rnLeros’ pares, podemos afirmar que Me mtaro d 

um quadrado perfeito. Por exemplo, os numeros 324, 400, 19 

sao quadrados perfeitos porque 

324 = 2 2 X 3 4 400 = 2 4 X 5 2 196 = 2 2 X 7 2 

Podemos agora concluir com a caracteristica de um qua- 
drado perfeito : 

Para que um numero inteiro seja um 
quadrado perfeito, e necessario e suficiente 
que contenha s 6 mente fatores pr*mos com 
expoentes pares. 

Exercicios. Serie XIV 

Calcular as expressoes que se seguem. 

1. 32 x 3 - 2 3 X 2 + 5 3 X 5 X 5 2 - 7 2 X 7 

2 c 2 x 5 3 + 7 2 X 7 - 4 3 X 4 — 3 2 X 3 X 3 3 

3 . 73 ^ 7 + ll 4 ll 2 - 5 3 X 5 v 5 2 + 2 7 + 2 4 

3. ( 2 3 ) 5 X (2 4 ) 2 4- (2 2 ) 3 X (2 4 ) 5 

5. (7 2 ) 5 X (7 3 ) 4 4- (7 5 ) 3 4- 7 2 ‘ 

3 4 __ — . 

. 6 ^ 512 ^+ ^5 8 -V5 2 

7 3 X 2 3 X 2 5 + 5(2 2 ) 4 - 7 X 2 7 X 2 + 2 3 R- 264 

8 . 2 10 4- 2 7 - 3 X 2 8 4- 2 5 + 4 X 2 X 2 2 - 2 4 R. 0 

Simplificar as expressoes que se seguem. 

x 3 X a 4 X x 5 X a 3 j m t X h \ X °° ^ 

9. a 2 x x 4 X a 6 X x* ' a 3 X a X b X 

Nos exercicios que se seguem, os ndmeros mdltwlos deve^) 
ser prtviamente decompostos em fatores primos. Calcular as ex 
pressoes seguintes : 
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2 3 X 3 2 X 5 2 2 2 X 3 3 X 5 2 

30 2 + 30 2 


3 X 5 X 7 3 2 X 5 X 7 2 

3X7 + 441 


R. 25 


R. 100 


Determinar o menor numero pelo qual devemos multiplicar 
cada um dos numeros que se seguem, para que o resultado sej a 
um quadrado perfeito. 

13. 180 ! 14. 250 i 15. 22 050 j 16. 693 594 

47. Quadrado das frasoes decimais. 0 quadrado de 
0 7 6 0,7 X 0,7 ou 0,49. Q quadrado de 0,16 6 0,16 X 0,16 ou 
0,0256. O quadrado de 0,031 6 0,031 X 0,031 ou 0,000961. Don- 
de se conclue que, elevar uma fragao decimal ao quadrado ou 
& segunda potencia, 6 uma operagao que nao oferece a menor 
dificuldade e que obedece a seguinte 

Regra. Para calcular 0 quadrado de uma jragao decimal, e 
bastante multiplicd-la por si mesma. 

Exemplos 

0,047 2 = ? ' 3,15 2 = ? j 0,612 2 = ? 

0,047 ! 3,15 j 0,612 

0,047 ; 3,15 1 0,61 2 

329 1 1575 1 1224 

188 J 315 ' 612 

0,002209 1 9 45 j 3672 

J 9,9225 | 0,374544 

0,047 2 = 0,002 209 \ 3,15 2 = 9,922 5 ! 0,612 2 = 0,374 544 


1. 0,2 s = J 6. 0,01 2 = 11. 1,2 2 = 1&. U.UU1' = 

2. 0,5 J = I 7. 0,003 2 = ! 12. 2,5 2 = 1 17. 0,0002 2 - 

3. 0,7 2 = ! 8. 0,005 2 = J 13. 1,6 2 = | 18. 0,004 2 = 

4. 0 8 2 = 1 9. 0,006 2 = 1 14. 0,02 2 = { 19. 0,0001 2 = 

5. 0,9 2 = > 10. 0,007 2 = | 15. 0,0003 2 = | 20. 0,0005 2 = 

48. Raiz quadrada das fragoes decimais. Para calcular 
0 quadrado de 0,34 6 necessario multiplicar 0,34 por 0,34. Para 


j 3,15 2 = ? 

i 

1 

0,612 2 = ? 

1 3,15 

! 

| 

0,612 

; 3,15 

I 

0,612 

1575 

1 

1 

1224 

J 315 

1 

612 

i 9 45 

1 

1 

3672 

J 9,9225 

I 

I 

0,374544 

J 3,15 2 = 9,922 5 

1 

I 

0,612 2 = 0,374 544 

Exercicios orais 

0,01 2 = { 11. 1,2 2 

= 

j 16. 0,001 2 = 

0,003 2 = 1 12. 2,5 2 

= 

j 17. 0,0002 2 = 

0,005 2 = J 13. 1,6 2 

= 

1 18. 0,004 2 = 

0,006 2 = j 14. 0,02 2 

= 

{ 19. 0,0001 2 = 

0,007 2 = 1 15. 0,0003 2 

= 

1 20. 0,0005 2 = 
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multiplicar 0,34 por 0,34 suprimem-se mentalmente as virgulas, 
multiplica-se 34 por 34 e no produto que e 1156 separam-se 
com a vlrgula, a partir da direita, quatro algarismos decimais. 

0,34 2 = 0,34 X 0,34 = 0,1156 

E observe-se bem que a base 0,34 tendo dois algarismos deci- 
mals, o quadrado 0,115 6 tem quatro algarismos decimais. Calculando 
0,234 2 acharemos 0,054 756 e verificaremos que a base 0,234 tendo 
Ires algarismos decimais, o quadrado 0,054 756 tem seis algarismos 
decimais. Estes dois exemplos sao suficientes para compreender 
que, se uma fragao decimal tem um, dois, tres, quatro, cinco, etc., 
algarismos decimais, seu quadrado tem dois, quatro, seis, oito, 
dez, etc., algarismos decimais. 

Do exposto se conclue que uma fragao decimal, para ser qua- 
drado perfeito, deve ter um niimero par de algarismos decimais. 
Entretanto, uma fragao decimal que tem um niimero par de alga- 
rismos decimais, nem sempre 6 quadrado perfeito. Por exemplo, 
qual sera a fragao decimal que, elevada ao quadrado, da 0,45? 
Nao_ 6 0,6 porque 0,6 2 = 0,36. Nao e 0,7 porque 0,7 2 = 0,49. 
Entao, tal qual como acontece com os mimeros inteiros, temos 
de aceitar uma raiz aproximada e, raciocinando como no para- 
grafo 35, diremos : 

V 0,45 = 0,6 (com erro inferior a 0,1 por falta) 

V 0,45 = 0,7 (com erro inferior a 0,1 por excesso) 


1. -yjofii = 

2. V 0,0025 = 

3. V 0,0121 = 

4. V 0,0625 = 

5. Vosi = 


Exercxcios orais 

6. Vo^T 

7. V 0,007 

8. V0^30 

9. V 0,0036 = 

10. V 0,000250 = 


11. V 0,0144 = 

12. V 0,0500 - 

13. V 0,0900 = 

14. V 0,0008 = 

15. VO, 00025 =• 


Yejamos agora como se extrai a raiz quadrada de uma fragao 
decimal. Qual e a raiz quadrada de 0,1444 ? Ja sabemos que 6 uma 
fragao decimal com dois algarismos decimais. (§48) Mas, como 
determinar esta fragao decimal ? De um modo muito simples : 
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procurando um niimero x que, elevado ao quadrado, reproduza o 
niimero 1444 e, uma vez obtido o valor de x, separar nele, da 
direita para a esquerda, e com o auxilio da virgula, dois algarismos 
decimais. Ora, extr aindo a raiz quadrada de 1 444, acharemos 38 ; 
portanto, Vo>1444 = 0,38. Podemos entao estabelecer a seguinte 

Regra. Para extrair a raiz quadrada de uma jragao decimal, 
suprime-se mentalmente a virgula, extrai-se a raiz quadrada do nu- 
mero inteiro resultante e separa-se no residtado, com a virgula, e da 
direita para a esquerda, um numero de algarismos decimais igual 
d melade do numero de algarismos decimais do radicando. 


Exemplos 


0,054 756= ? 

I 

1 

V 0,005 329= ? 

j V 6,173 425 = 

? 

0,054756 0,234 

1 

I 

V 0,005329 0,073 

i* V 5,173425 

2,274 

4 

1 

49 

i 4 


14.7 43X3 

1 

42.9 143X3 

! 11.7 

42X2 

12 9 

I 

i 

42 9 

; 8 4 


1 85.6 464X4 

l 

0 

J 3 33.4 

447X7 

1 85 6. 

1 

I 


: 3 12 9 


0 

I 

I 


; 20 52.5 

4544X4 


1 


> 18 17 6 



1 


; 2 34 9 



Em relagao. aos dois primeiros exemplos, os radicandos sao 
quadrados perfeitos. Em relagao ao terceiro, nao acontece o 
mesmo ; o radicando nao 5 quadrado perfeito e sua raiz aproxi- 
mada 6 2,274. E, raciocinando como no paragrafo 35, 


V 5, 173 425 = 2,274 (com 6rro inferior a 0,001 por falta) 

V 5,173 425 = 2,275 (com erro inferior a 0,001 por excesso) 


Pode acontecer que o radicando seja uma fragao decimal 
com um numero impar de algarismos decimais. Seja a fragao , 

decimal 0,734 85 da qual se pede a raiz quadrada. Aplicando a 
regra, surge uma seria dificuldade para os estudantes. Ora, dirao 
eles, se o radicando tem cinco algarismos decimais, como separar 
na raiz, dois algarismos decimais e meio ? 

Uma fragao decimal nao muda de valor se escrevermos a di- 
reita da parte fracionaria tantos zeros quantos quisermos. Por- 


- J 
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tanto, 0,73485 = 0,734850. Entao os estudantes, em lugar de 
extrafrem a raiz quadrada de 0,734 85, extraem a raiz quadrada 
de 0,734850 e a dificuldade estara removida. 


1. V 0,182329 = 

2. V 43,522 7 = 

3. V 26,419 6 " = 

4. V 0,074 685 24 = 

5. V 0.094 249 = 


. Exercfcios. Serie XV 

6. V 0,423 75 = 

7. V 614,329 = 

8. V 36,748 2 = 

9. V 9,009 37 = 

10. V 16,0400 25 = 


11. V 3,785 

12. VO, 123 456 = 

13. V 4 537,8 = 

14. Vo, 649 31 = 

15. V 0,000 385 = 


% 16. Qual e o maior quadrado perfeito contido em 0,736 ? 

Vl7. Qual 6 o maior quadrado perfeito contido em 3,272 1 • 

18. Qual 6 a difereriQa entre o numero 0,481 5 e o maior quadrado per- 
feito nele contido ? , , 

419 . Qual 6 a diferen§a entre o ndmero 0,535 e o maior -quadrado per- 
feito nele contido? 

*20. Decompor o numero 0,15734 em duas parcelas, de modo que uma 
delas seja o maior quadrado perfeito contido nesse rnimero. 


49. Raiz quadrada com erro predeterminado. Consi- 
deremos o numero 10. Qual e a sua raiz quadrada? 

V"l0 = 3 (com erro inferior a 1 unidade, por falta) 

V 10 = 4 (com erro inferior a 1 unidade, por excesso) 


Mas 10 e evidentemente igual a 10,00. Extraindo a raiz qua- 
drada de 10,00 teremos : V 1°, 00 = 3,1. Logo, 

V~10 = 3,1 (com erro inferior a 0,1 por falta) 

Vl0 = 3,2 (com erro inferior a 0,1 por excesso) 

Seja o numero 8. Suas raizes quadradas, com erro inferior 
a uma unidade, por falta e por excesso, sao 2 e 3. Mas, 8 6 evi- 
dentemente igual a 8,0000. Extraindo a raiz quadrada de 8,0000 

teremos : V 8,0000 = 2,82. Logo, 

V1T = 2,82 (com erro inferior a 0,01 por falta) 

V1T= 2,83 (com erro inferior a 0,01 por excesso) 

Seja o numero 13. Suas raizes quadradas, com erro inferior 
a uma unidade, por falta e por excesso, sao 3 e 4. Mas, 13 e evi- 


dentemente igual a 1 3,000 000- Extraindo a raiz quadrada de 
13,000000 teremos: V 13,000000 = 3,605. Logo, 

V~1 3 = 3,605 (com erro inferior a 0,001 por falta) 

V"l3 = 3,606 (com erro inferior a 0,001 por excesso) 

Raiz quadrada aproximada a menos^ de 0,1 ou 0,01 ou 0,001 
6 a mesma coisa que raiz quadrada com erro inferior a 0,1 ou 0,01 
ou 0 001 ou raiz quadrada com um, dois ou tres algarismos deci- 
mals’. 0 que aprendemos nestes tres ultimos exemplos 6 suli- 

ciente para estabelecer a seguinte ^ 

Regra. Para extrair a raiz quadrada de um numero . mteiro 
ou jracdo decimal, com erro inferior a 0,1 ou 0,01 ou 0,001 juntam- 
se ao numero dado tantos zeros quantos sejam necessdnos para que 
file Jique com dois ou quatro ou seis algarismos decimals. Pm se- 
quida, depois de extralda a raiz, separa-se no resultado, com a 
virqula, e da direita para a esquerda, um numero de algarismos deci- 
mals igual d metade do numero de algarismos decimals do radicando. 

Primeiro exemplo. Calcular V^eom 6rro inferior a 0,001. 
E’ bastante calcular V 2,000000. V 2 = 1,414. 

Segundo exemplo. Calcula r VM com erro inferior a 0,01. 
E’ bastante calcular V 3,4000. V3,4 = 1,84. 

Terceiro exemplo. Calcular V 0, 07 co m erro inferior a 0,001. 
E’ bastante calcular V 0,070000. V 0,07 = 0,264. 


Quarto exemplo. 

Calcular V 0,0015 com erro inferior 
a 0,0001. 


V 0,00150000 
9 

60.0 

0,0387 

\ V 0,472600 

0,687 

68X8 

j 36 

112.6 

128X8 

54 4 

> 5 60.0 

767X7 

102 4 

J 10 20.6 

1367X7 

5 36 9 

■ 

i 9 56 9 

I — — 


23 1 


63 1 



Resposta. V 0,0015 — 0,0387 
Resto = 0,000 00231 


Quinto exemplo. 

Calcular V 0,4726 com erro inferior 
a 0,001. 

V 0,4726 = V 0,472600 


Resposta. V 0,4726 — 0,687 
Resto = 0,000 631 


1 
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Exercicios. Serie XVI 

Calcular as rafzes que se seguem, com 6rro inferior ao que estd indi- 
cado entre parenteses. 


1 - V2" (0,000 0001) 

2. V 3 (0,0000001) 

3. V 5* (0,000 000 1) 

4. V5/7 (0,001) 

5. V 0^325 (0,001) 


6. V 1,142 2 (0,001) 

7. V 0,007 4 (0,000 1) 

8. V 0,003 (0,00001) 

9. V 0,000 7 (0,00001) 

10. V 0,000 001 5 (0,000 001) 


11 - Uma sala de forma quadrada tem uma drea de 67 metros quadra- 
dos. Qual 6 o comprimento do lado desta sala ? 

N. B. O comprimento do lado da sala deverd ser calculado com erro 
inferior a 0,001 por falta. 

12. Um ret Angulo tem 37 metros de comprimento e 25 metros de lar- 
gura. Calcular com 6rro inferior a 0,001, o lado de um quadrado eqiiiva- 
lente a 6ste retdngulo. 

13. Qual 6 o mimero cuja raiz quadrada com drro inferior a 0,01 por 
falta 6 7,42 havendo um resto igual a 0,0568 ? 

14. Qual 6 o numero cuja raiz quadrada, com 6rro inferior a 0,001 por 
excesso 4 0,078 sendo o resto da operagao igual a 0,0000 94? 

50. Quadrado das fragoes ordinArias. O quadrado de 

~T P or definigSo, — X —> isto 4, —■ O quadrado de 4, 

, _ 2 2 . 4 4 16 5 
defmigao, — X qr-> isto 4, — • Portanto, para calcular o qua- 
drado ou a segunda pot4ncia de uma fragao ordinaria, 4 bastante 
multiplica-la por si mesma. Para indicar o quadrado de uma 
fragao ordinaria, 4 necessario colocar a fragao entre parenteses 
e colocar o expoente 2 A direita e um pouco acima dos parenteses ; 
ou entao dar o expoente a cada um dos termos. 


/ 3_V = i Y i-i i 2 _3X3_ 
\ 7 / 7 X 7 49 ’ 7 2 7 X 7 ~ 


GY- 

(I) 1 - 


Exercicios orais 


. ’-r 3 J 

4 * ; - 4* •’ 


’• GY~ 


* 2 * 

6 ‘ ~5 


Potencias e Raizes 


3 

5 2 

| “• (t)’ " 

i3 - ( 2 I) 

8 2 

9 2 

u - ( 2 i)'“ 

«• 61) 

GY- 

“• Of)’ - 

15 - (‘i) 


16. A fragao ^60 quadrado de — ? P 0 r que ? 

17. A fragao ~ & o quadrado de -|-? Por que? 

18^ O quadrado de uma fragao ordindria 6 igual a fragao ? 0 quadra, 
do de — 6 igual a — ? Por que? E’ maior ou menor? Por que? E o qua- 
5 5 

drado de - 6 igual a-? Por que ? E’ maior ou menor ? Por que ? Conclusao ? 

Exercicios. Serie XVII 

1. Calcular a diferenga entre ~ e o quadrado de — . 

25 25 

2. Calcular a diferenga entre ^ e o quadrado de — . 

3. Calcular (j)’ + (f )’ + (I)’ 

4. Calcular ( 2 i)’ - (1)’ + I! 

3. Calcular [(f) ’]’ + j d. (3 -I)’ 

6. Calcular [(|) ’] ‘ * | + | 

51. Raiz quadrada^das fragoes ordinarias. Desde que 


(T)-S’^W^ = T : ^(|) a -fg'“u'‘*Vl=f 

Regra. Para extrair a raiz quadrada de uma fragao ordindria 
extrai-se a raiz quadrada de cada um de seus termos. 

Entretanto, esta regra pouca aplicagao tem na pratica por- 
que, em geral, as fragoes ordinarias das quais se pede a raiz qua- 
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drada nao sao quadrados perhitos. Para que a fragao ordinaria 
seja quadrado perfeito, 6 necess&rio que cada um de seus teSrmos 
seja quadrado perfeito, e isto raramente se da na pratica. E’ con- 
veniente, entao, obedecer a seguinte 

Regra. Para extrair a raiz quadrada de uma kagao ordindria 
que nao e quadrado perfeito, e com erro inferior a 0,1 ou 0,01 ou 
0,001, multiplicam-se os dois ttrmos da fragao por um numero tal 
que o denominador se tome quadrado perfeito ; extrai-se a raiz 
quadrada do numerador, com erro inferior a 0,1 ou 0,01 ou 0,001 
(§49), e divide-se o resultado pela raiz quadrada do denominador. 


Primeiro exemplo. Calcular , 


com erro inferior a 0,01. 


I 3 1 3X7 121 _ V21 _ 4,58 

V 7- V 73T7" v 49-T--— - 0 ' 65 

= 0,65 (com 6rro inferior a 0,01 por Jalta) 

/_3_ = 0,66 (com erro inferior a 0,01 por excesso) 

\ 7 , 

Segundo exemplo. Calcular yj 2 — com 6rro infer! 


■\K “ 

\l 2 T -1 ’ 


nplo. Calcular ^2-g com 6rro inferior a 0,001. 

/l7 = / l7 X 2 = 1 34 = V§4 = 5,830 = 1)457 

J 8 \ 8X2 \ 16 4 4 

457 (com erro inferior a 0,001 por Jalta) 

,458 (com erro inferior a 0,001 por excesso ) 


Vejamos agora como se determina a raiz quadrada. de um 
numero dado, com erro inferior a uma unidade fracionaria qual- 
quer tamb^m dada, por falta e por excesso. ' 

Exercicio. Calcular V 7 , com erro inferior a —> por falta 
e por excesso. 

Preliminarmente, multiplicamos e dividimos o radicando pelo 
quadrado do denominador da unidade fracion&ria dada. 


« 
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/ 7 X 25 / 175 V 175 

V 7 “ V 25~~ “ \~25~ = ~H~ 

Ora, -y[V75 = 13 (com erro inferior a uma unidade, por falta) 
^175 — 14 (»» »»» » » excesso) 

Donde resulta que: ~ < ^7 < ? — 

' 13 14 1 T 

Mas, a diferenga entre — e qr- e — • .Logo, 


13 1 

V7 g- 




Portanto, a/ 7 = — (com erro inferior a — > por falta) 
5 o 


nr 14 . 

V ? = T ( 


excesso) 


Exercicios. Serie XVIII 

Calcular as rafzes que Se seguem, com erro inferior ao que estd indi- 
cado entre parenteses. 


n/I 

(0,001) 

6. 


(0,01) 

*• 

(0,001) 

7. 

>/a 

(0,001) 

3 ■ \H 

(0,000 1) 

8. 


(0,001) 

1. jn 

V 64 

(0,001) 

9. 

Il9 
y 36 

(0,001) 

5 /H® 

' %/ 625 

(0,001) 

10. 

sjl 

(0,000 1) 

Calcular V H com erro inferior a 




» » » 
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|j 

!• 


13. 

Calcular *\] 13 

com 6rro inferior a 

14. 

» VT-T 

1 

> > > > — . 
12 

15. 

> -\l~15 

1 

» » » > — -. 
20 


52. Uso das tabelas. As tabelas apresentadas nas paginas 
204 a 213 nos dao o quadrado e o cubo dos numeros inteiros, de 
1 a 1 000, assim como a raiz quadrada e a raiz cubica destes mes- 
mos numeros, com erro inferior a meio decimo milesimo, por falta 
ou por excesso. 

As_ mesmas tabelas nos permitem tambdm, em alguns casos, 
determinar a raiz quadrada (ou cubica) de um numero que nao 
seja quadrado (ou cubo) perfeito, com uma certa aproximagao. 
E’ o que vamos mostrar com alguns exemplos. 


l.° exemplo. 


Calcular 



V 1410 = V 1410,00 


Na coluna dos quadrados, o ndmero 141 000 estd compreen- 
dido entre os numeros 140 625 (quadrado de 375) e 141 376 (qua- 
drado de 376). Logo, (§49) 

V 1 410 = 37,5 (com 6rro inferior a 0,1 por falta) 


2. ° exemplo. Calcular V 23 560 . 

Na coluna dos quadrados, o numero 23560 esta compreen- 
dido entre os numeros 23409 (quadrado de 153) e 23716 (qua- 
drado de 154). Logo 

V 23 560 = 153 (com 6rro inferior a 1 unidade, por falta) 

3 

3. ° exemplo. Calcular V 2 156 . 

3 3 

V 2 156 = V 2 156,000 


Na coluna dos cubos, o numero 2156000 estii compreendido 
entre os numeros 2146689 (cubo de 129) e 2197000 (cubo de 
130). Logo, 

3 

V2156 = 12,9 (com &ro inferior a 0,1 por falta) 
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4.° exemplo. Calcular V 70 428 . 

Procedendo como no exemplo anterior, acharemos : 

3 

V 70 428 = 41,2 (com &rro inferior a 0,1 por falta) 

Assim, as nossas tabelas nos dao tambem as raizes quadra- 
das aproximadas dos numeros que nao sao quadrados perfeitos, 
incluldos entre lei 000 000, assim como as raizes cubicas apro- 
ximadas dos numeros que nao sao cubos perfeitos, incluldos entre 
1 e 1 000 000 000. 

No caso de uma fragao decimal, ja sabemos como proce- 
der. ( § 48) Por exemplo : 

V0^26 = A^ | V0^38256 = i^« j feS-M. 
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53. Razao. Dois numeros quaisquer, por exemplo, 15 e 5, 
podem ser comparados de dois modos diferentes : ou determi- 

nando o excesso do primeiro sobre o segundo, ou determinando 
quantas vezes o primeiro contem o segundo. No primeiro caso, 
teremos de efetuar uma subtragao e o resultado sera o numero 10 ; 
no segundo caso, teremos de efetuar uma divisao e o resultado 
sera o numero 3. 

Entretanto, em lugar de efetuar estas duas operates, vamos 
apenas indica-las ; teremos assim as expressoes aritmeticas 15-5 
e 15 5. A estas expressoes da-se, em Matematica, o nome de 

razao. Portanto, 

Razao de dois nAmeros e o resultado indicado (*) da 
comparagao destes dois numeros. 

Desde que ha dois modos diferentes de comparar dois nume- 
ros, conclue-se que ha duas especies de razoes : 

a) razao aritmetica ou razao por dijerenga. 

b) razao geometrica ou razao por quociente. 

Razao aritmetica ou razao por dijerenga de dois numeros dados 

6 a dijerenga indicada, nao calculada, destes dois numeros dados. 
A razao aritmetica ou razao por diferenga dos numeros 18 e 12 
6 18 - 12 ; dos numeros a e b 6 a-b; dos numeros 2x e 3y e 

2x — 3y. . , 

Razao geometrica ou razao por quociente de dois numeros dados 

t o quociente indicado, nao calculado, destes dois numeros dados. 
A razao geometrica ou razao por quociente dos numeros 30 e 6 
4 30 6 ; dos numeros a e b 6 a -*• b ; dos numeros 2x e Zy e 

2x -4- 3 y. 

(*) Dizemos indicado porque, em todas as questoes teoricas, a. razao 
de dois ndmeros aparece sempre indicada. 
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Em lugar de razao aritmetica ou razao por dijerenga se diz 
apenas diferenga; em lugar de razao geometrica ou razao por 
quociente se diz apenas razao. Portanto, na continuagao do nosso 
curso, a palavra razao significara ^empre o quociente indicado, 
nao calculado, de dois numeros quaisquer. 

Os dois numeros que constituem uma razao aritmetica ou 
geometrica sao chamados ttrmos da razao. O primeiro termo 6 
chamado antecedente e o segundo, conseqiiente. 

Quando a razao e aritmetica, coloca-se entre seus t£rmos o 
sinal menos ou um ponto. Por exemplo, para indicar a razao 
aritmetica dos numeros a e b, escreveremos : 

a — b (a menos 5) 
a . b (a esta para b) 

Quando a razao e geometrica, coloea-se o antecedente sobre 
o consequente, separando os dois termos por um trago de fragao, 
ou entao colocam-se dois pontos entre os dois termos. Por exem- 
plo, para indicar a razao geometrica dos numeros a e b esereve- 
"remos : a 

— (a s6bre 6, ou a -f b) 

a:b ( a esta para b ) 

54. Razao aritmetica. Desde que a razao aritmetica 6 
a diferenga indicada de dois numeros, conclue-se que o ante- 
cedente e um minuendo e o consequente e um subtraendo. Por 
exemplo, considerando a razao aritmetica 11 — 8, o antecedente 
11 e um minuendo, o consequente 8 e um subtraendo, e o valor 
da razao aritmetica 11 — 8, e o resto. Portanto, todas as pro- 
priedades da subtragao se aplicam, sem restrigoes, as razoes 
aritmeticas. Por exemplo : 

a) Somando ou diminuindo n unidades ao antecedente, a razao 
aritmetica aumenta ou diminue de n unidades. 

b) Somando ou diminuindo n unidades ao consequente, a razao 
aritmetica diminue ou aumenta de n unidades. 

c) Somando ou diminuindo n unidades a arnbos os t&rmos de 
uma razao aritmetica, o valor desta nao se altera. 

55. Razao geometrica. Desde que a razao geometri- 
ca e o quociente indicado de dois numeros, conclue-se que 
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o antecedent e e um dividendo e o conseqiiente 6 urn divisor. Por exem- 
pt, considerando a razao geometrica 12:5, o antecedente 12 
e um dividendo, o conseqiiente 5 6 um divisor, e o valor da razao 
geometrica, 12 : 5, e o quociente exato da divisao de 12 por 5. 
E lembrando que o quociente exato da divisao de 12 por 5 4a 
12 

fragao podemos concluir que todas as propriedades das fragoes 

se aplicam, sem restrigoes, as razoes geomdtricas. Por exemplo : 

а) Multiplicando ou dividindo o antecedente por um numero 
qualquer n, a razao geometrica jica multiplicada ou dividida por n. 

б) Multiplicando ou dividindo o conseqiiente por um numero 
qualquer n, a razao geometrica jica dividida ou multiplicada por n. 

c) Multiplicando ou dividindo por um mesmo numero arnbos 
os t&rmos de uma razao geometrica, o valor desta nao se altere. 

56. Inteirar os term os de uma razao geometrica. A 

terceira propriedade das razoes geomdtricas (§55) e importante 
porque ela nos permite simplificar uma razao cujos termos sao 
fracionarios, sem que o valor da razao Se, altere. 

1 2 

Primeiro exemplo. Simplificar a razao 4— : 3 

3 5 

Transformando os dois tdrmos da razao, em fragoes imprd- 
13 17 

pnas, resulta — : — ■ 

3 5 

Multiplicando os dois tdrrnos da razao por 15, m.m.c. dos 

denominadores, resulta — — ^ ^ ^ 

3 5 

E simplificando os dois termos desta razao, teremos : 

13 X 5 : 15 X 3 . * . 65 : 51 


Portanto, a razao 4 


4 igual a razao 65 : 51. 


Segundo exemplo. Simplificar a razao 0,5 : 0,25. 
Multiplicando ambos os termos desta razao por 100, resulta 
50 : 25. E dividindo ambos os termos desta ultima razao por 25, 
resulta 2:1. 

Portanto, a razao 0,5:0,25 6 igual h razao 2:1. 
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Terceiro exemplo. Simplificar a razao 7— : 0,36. 

2 

Transformando o antecedente em fragao impropria e o con- 
seqiiente em fragao ordindria, teremos : 

7 - 1 : 0, 36 = ^3 

2 2 100 2 25 

Multiplicando os dois termos desta razao por 50, m.m.c. dos 
denominadores, teremos : 

15 X 50 9 X 50 _ 

— 2 : 25 = 15 X 25 : 9 X 2 = 375 : 18 = 125 : 6 


Portanto, a razao 7 — : 0,36 6 igual h razao 125 : 6. 

A disposigao pr&tica destes exercicios pode ser a seguinte : 

i ! ^ i 


4 — - * 3 — . — 
3 • 6 5 


0,5 : 0,25 = 

50 : 25 — 

2 : 1 


7- : 0,36 = 
15 36 


15 _9_ 

2 : 25 ~ 
375 : 18 = 
125 : 6 


Exercicios orais 

Observajao. Damos nesta serie de exercicios orais, numerosos exemplos 
em que os ndmeros sao substituidos por Ietras, para que os estudantes se ha- 
bituem paulatinamente ao cllculo literal. 

Inteirar os termos das seguintes razoes : 


1. 

5 

1 

: 2 

I 5. 

a 

b_ 

c 

r 

J 9. 

i 

2a :± 

1 

I 

r 

f 

13. 

2a 

T :c 

2. 

2 

3 

: 4 

| 6. 

m 

n 

a 

i 

J 10. 

i 

a 

T : 
0 

i 

i 

i 

! 

14. 

3 

m : — - 
5a 

3. 

1 

2 

5 

' 2 

; 7 . 

a 

T 

c 

T 

! it. 

i 

* :St 

I 

I 

I 

! 

| 

15. 

0 ; 3 : 1,2 

4. 

5 

2 
1 3 

1 8. 

a 

T 

n 

m 

' 12. 

! 1 :5 

I 

I 

l 

i 

16. 

o 

00 


I 
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Reduzir a numeros inteiros os termos das razSes seguintes 


JU 5—: 25 
4 


^2. 0,4:0,025 


v „ 1 35 

^ 3 * 8 2 : 30 


v 4 2.1§ 

10 ' 50 

5 sl- 33 

\ 5 - b 2 ‘ 40 

\ — — 
\ 45 : 27 


\ „ „ 24 

7. 3,6:- 


' 8. 3,6 : 0,45 


V 9. 2,6 : 0,39 


10 . 0,333 : 0,444 12. 3,222 : 1,333 

n. (|de4) : (i+3) 13. (fx-fH 3 -!) 

57. Equidiferengas. Consideremos as duas razoes aritmd- 
ticas 15- 11 e 13-9. Sendo iguais, podemos escrever : 

15-11 = 13 — 9 

Esta igualdade recebe, em Matematica, o nome de equidi- 
jerenga. 

Eqiiidiferenga e a igualdade entre duas razoes arit- 
meticas. 

Uma eqiiidiferenga pode ser escrita de dois modos diferentes : 
15 - 11 = 13 - 9 15 . 11 : 3.9 


No primeiro caso leremos : 15 menos lie igual a 13 menos 9. 

No segundo caso leremos : 15 esta para 11 assim como 13 

esta para 9. 

Os quatro numeros que constituem uma equidilerenga sao 
chamados t&rmos da eqiiidiferenga. O primeiro e o terceiro sao 
os antecedentes, o segundo e o quarto sao os consequentes , o pri- 
meiro e o quarto sao chamados extremos, o segundo e o terceiro 
sao chamados meios ; o primeiro e o segundo constituem a pri- 
meira razao, o terceiro e o quarto constituem a segunda, razao. 

Equidijerenga continua e aquela cujos meios sao iguais. Por 
exemplo, as eqiiidiferengas 15 . 11 : 11 . 7 e a . m : m . b sao 
equidiferengas continuas porque os meios sao iguais. A cada um 
dos meios de uma. eqiiidiferenga continua da-se o nome d o.meio 
aritmetico ou meio dijerencial ou vulgarmente media aritmetica. 
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Exercicios em classe 

1. Escrever duas equidiferengas cuja primeira razao seja 12.5.^ 

2. Escrever duas equidiferengas cuja segunda razao seja— ■ -g-- 

3. Escrever uma eqiiidiferenga cujos antecedentes sejam 0,3 e 0,24. 

.34 

4. Escrever uma eqiiidiferenga cujos conseqiientes sejam c e g ’ 

. . 3 

5. Escrever uma eqiiidiferenga continua cujo meio seja — ■ 

6. Verificar se 0,48.0,36 : 0,75.0,63 e realmente uma eqiiidiferenga. 

o c 2 ^3 

7. Verificar se -r ■ '■ ■ rr. e realmente uma eqiiidiferenga. 

4 o o ^4 

8. Qua! 6 a condigao necesstria e suficiente para que quatro numeros 
a, b, c, d, formem uma eqiiidiferenga? 

58. Proporgoes. Consideremos as duas razoes geometri- 
cas 24 - 4 - 8 e 15 -5- 5. Sendo iguais, podemos escrever : 

24 -i- 8 = 15 -f- 5 

Esta igualdade recebe, em Matematica, o nome de proporgao. 
Proporgao e a igualdade entre duas razoes geome- 
tricas. 

'Uma proporgao pode ser escrita de dois modos diferentes : 


24 : 8 : : 15 : 5 


No primeiro caso leremos : 24 dividido por 8 e igual a 15 

dividido por 5 ou 24 sdbre 8 e igual a 15 sobre 5. 

No segundo caso leremos : 24 esta para 8 assim como 15 

estd para 5. 

Os quatro numeros que constituem uma proporgao sao cha- 
mados termos da proporgao. O primeiro e o terceiro sao os ante- 
cedentes, o segundo e o quarto sao os consequentes ; o primeiro e 
o quarto sao chamados extremos, o segundo e o terceiro sao cha- 
mados meios ; o primeiro e o segundo constituem a primeira ra- 
zao; o terceiro e o quarto constituem a segunda razao. 

Proporgao continua e aquela cujos meios sao iguais. Por exem- 
plo, as proporgoes 36 : 12 : : 12 : 4 e a : m : : m : b, sao proporgoes 
continuas porque os meios sao iguais. A cada um dos meios de 
uma proporgao continua da-se o nome de meio geometrico ou meio 
proporcional ou vulgarmente media geometrica. 
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Chama-se quarta proporcional de trds numeros dados em 
uma cerla ordem, um quarto numero que jorma com os tres numeros 
dados, uma proporgao. 

Assim, dados os tres numeros a, b e c, e chamando x k quarta 
proporcional, devemos ter : 

a : b :: c : x 

Chama-se terceira proporcional de dois numeros dados em 
uma certa ordem, um terceiro numero que jorma com os dois nume- 
ros dados uma proporgao continua, na qual o primeiro dos numeros 
dados e o primeiro extremo, e os dois meios sdo iguais ao segundo 
numero dado. 

Assim, dados os dois numeros a e b, e chamando x k terceira 
proporcional, devemos ter : 

a : b :: b : x 


Exercicios em clause 

1. Escrever duas proporgoes cuja primeira razao seja 8:2.- 

1 2 

2. Escrever duas proporgoes cuja segunda razao seja — : — . 

2 5 

3. Escrever uma proporgao cujos antecedentes sejam 0;4 e 0,9. 

3 2 

4. Escrever uma proporgao cujos conseqiientes sejam — e — • 

5 3 

2 

5. Escrever uma proporgao continua cujo meio seja — : 

5 

6. Verificar se 0,33 : 0,03 :: 297 : 27 6 realmente uma proporgao. 

7. Verificar se — : — :: — : — 6 realmente uma proporgao. 

8. Qual 6 a condigao necess&ria e suficiente para que quatro ndmeros 
a, b, c, d, formem uma proporgao ? 


59. Proposigoes; teoremas e axiomas. (*) Proposigao e o 
enunciado de um julzo qualquer. Por exemplo : 

I. O homem e um ser mortal. 

II. Duas quantidades iguais a uma terceira sdo iguais entre si. 


(*) Neste pardgrafo e nos seguintes (60, 61 e 62) tomdmos a liberdade 
de entrar com alguns ensaios sobre o m6todo dedutivo, que sent largamente 
empregado na terceira serie ginasial. Repetimos mais uma vez que e preciso 
semear para cobber. 
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III. Sendo x — y, entdo x + a = y + a, x — a — y — a, xa = ya, 

= V_. 

a a 

IV. Se quatro numeros formam uma equidijerenga, a soma dos 
extremos e igual a soma, dos meios. 

V. Se quatro numeros jormam uma 'proporgao, o produto dos 
extremos e igual ao produto dos meios. 

Pm Matematica ha duas especies de proposigdes: axiomas 
e teoremas. 

Axionia e a proposigao evidents por si mesma, isto <5, que dis- 
pensa prova ; as proposigoes I, II e III sao axiomas. 

Teorema e a proporgao nao eviaente por si mesma e que, 
portanto, exige prova ; as proposigoes IV e V sao teoremas. 

Um teorema se divide sempre em duas partes : hipotese e 

tese. A hipdtese e a suposigao, e o ponto de partida ; a tese 6 a 
conclusao a que se quer chegar ; e aquilo que se pretende provar. 
Gonsideremos a proposigao IV ; e um teorema porque exige prova ; 
n6s nao aceitamos esta verdade da Matematica, sem a prova 
necessaria. Neste teorema a hipotese, isto e, a suposigao, o ponto 
de partida, 6 que quatro numeros quaisquer a, b, c, d, formam uma. 
equidiferenga, isto 6, a . b : c . d ; a tese, isto 6, aquilo que nds 
exigimos que seja provado e que a + d = b + c. 

leorema reciproco de um teorema dado ou, simples- 
mente, reciproca de um teorema dado, e o teorema que se obt6m 
quando se toma a tese do teorema dado, como hipotese, e a hipotese 
como tese. Assim, em relagao a proposigao IV, a reciproca 6 a 
seguinte : 

Se a soma de dois numeros e igual d soma de outros dois, estes 
quatro numeros jormam uma equidijerenga, colocando as parcelas de 
uma das somas nos extremos e as parcelas da outra nos meios. 

A demonstragao de um teorema d o trabalho intelectual 
necess&rio para provar o que nele se afirma. Ha em Matematica 
milhares de teoremas. Entretanto, poucos sao os metodos neces- 
sarios para demonstra-los. Entre os mais empregados citaremos, 
por enquanto, os seguintes : 

I. Demonstragao direta. 

II. Demonstragao por absurdo. 
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O primeiro m6todo consiste em tomar a hipdtese e, com o 
auxllio de definiyoes, axiomas e teoremas ja demonstrados, deduzir 
dela a tese ou conclusao a que queremos chegar. 

O segundo metodo consiste em negar a tese e verificar que 
a cada negayao da tese corresponde um absurdo, isto e, uma nega- 
yao da hipotese. Ora, se a negayao da tese nos conduz a um absur- 
do, foryoso 6 aceita-la. 

No decorrer deste curso elementar de Matematica, encontra- 
remos numerosos exemplos destes dois m6todos de demonstrayao. 

j,Vr; 60. Teorema fundamental das eqiiidiferenyas. Se qua- 
tro nximeros jormam uma equidijerenqa, a soma dos extremos e 
igual a soma dos meios. (*) 

H. { a . b : c . d T. { a + d = b + c 

A nossa hipotese ou suposiyao 6 que os numeros a, b, c e d 

formam uma equidiferenya, isto e, 7~p>‘ “ "» 

i A Axioma. Somando j 
a . b : c . d mesma quantidade a i 

. Lembrando a definiyao de uma j ambos os membros de i 
equidiferen 9 a (§57), podemos eserever : , o ainda j 

a — b = c — d i uma igualdade. \ 

, , , . , ! Por exemplo, se ti- i 

Somando b + d a ambos os mem- } vermog | 

bros desta igualdade, as duas somas J A = B ! 

ainda serao iguais ; portanto, J - i 

1 teremos tambem j 
. a^b + b + d = c-d + b + d a + m = b + M j 

a + d + b — b = c + b + d — d 1 - 

E observando que b — b = 0 e d — d = 0 teremos : 

a + d = b + c C. Q. D. 

Observa^ao. Reparem bem os estudantes que, para demonstrar este 
teorema, tomdmos a hipotese, lembrdinos a definigao de uma equidiferenga, 
aplicdmos a igualdade resultante o axioma da adigao, supnmimos as dite- 

(*) Esta demonstragao e as seguintes podem ser feitas com numeros, 
se assim for mais conveniente. Ali&, parece-nos util dar primeiramente uma 
demonstragao numerica, antes da literal. 


lot Axioma. Somando 
d mesma quantidade a 
J ambos os membros de 
j uma igualdade, as duas 
i somas jormarao ainda 
i uma igualdade. 

I Por exemplo, se ti- 
! vermos 
; A = B 

I teremos tambem 
| A + M = B + M 
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rengas 6-6 e d-d, e chegdmos assim & tese. O metodo empregado na 
demonstragao deste teorema foi o direto. 

Queremos verificar se a .b : c . d e realmente uma equidife- 
renya. Podemos faze-lo de duas maneiras distintas : 

a) verijicando se a — b = c — d. 

b) verijicando se a -f- d = b + c. 

Por exemplo, 17 . 12 : 13 . 8 6 realmente uma equidiferenya 
porque 17-12 = 13-8 ou porque 17+8 = 12+13 ; 10 . 7 : 11 . 5 

nao 6 nma equidiferenya porque 10 — 7 + 11 — 5, ou porque 
10 + 5 + 7 + 11. 

Logo, nao podemos eserever 10 .7:11.5. 

Observagao. O sinal + significa dijerente de. 

Teorema reciproco. Sendo’a soma de dois numeros igual d 
soma de outros dois, estes quatro numeros jormam uma equidij erenga, 
colocando as parcelas de uma soma nos extremos (ou nos meios ) 
e as parcelas da outra nos meios (ou nos extremos). 

H . {m + n = r + s T. \jm .r:s.n 

Tomando a hipdtese e subtraindo 
n + r de ambos os membros desta 
igualdade, os dois restos serao iguais ; 
portanto, 

m + n- n- r = r + s- n — r .'. 
m — r = s — n 

Esta igualdade e uma equidife- 
renya (§57) ; logo, 

to . r : s . n C. Q. D. 

Corol&rio I. Alternando, inver- 
tendo ou transpondo os t&rmos de uma 
eauidij erenga, eles constituem sempre uma equidij erenga. 

Alternar e mudar a posiyao dos meios ou dos extremos ; in- 
verter e colocar os meios no lugar dos extremos ; transpor 5 mudar 
a posiyao das razoes. 


Axioma. Diminuin- 
do a mesma quantidade 
de ambos os membros de 
uma igualdade, os dois 
restos jormarao ainda 
uma igualdade. 

Por exemplo, se ti- 
vermos 

A = B 

teremos tambem 
A-M = B-M 
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Assim, dada a equidiferenga a .b : c . d 

alternar 6 escrever a . c: b . a 
inverter e escrever b . a: d . c 
trans'por 6 escrever c . d : a .b 

Vamos provar que estas transformagoes podem ser feitas, 
continuando os quatro numeros a formar uma equidiferenga. 

Consideremos a equidiferenga 

m .n:r . s (A) 

De acdrdo com o teorema fundamental, temos : m+s=n+r. 

Alternando, isto 6, mudando a posigao dos meios ou a dos 
extremos, teremos : 

m . r :n . s (B) s . n :r . m (C) 

Quer na expressao B, quer na expressao C, a soma dos ex- 
trernos 6 m + s, e a soma dos meios 6 n + r. E estas duas somas 
sendo iguais, por hip6tese, as expressoes B e C sao realmente eqiii- 
diferengas. 

Yoltando k equidiferenga A, e invertendo, isto 4, colocando 
os meios no lugar dos extremos, teremos : 

n .m: s . r (E) 

E sendo a soma dos meios, m + s, igual k soma dos extre- 
mos, r + n, por hipdtese, a expressao D 6 realmente uma equi- 
diferenga. 

Yoltando a equidiferenga A e transpondo, isto e, mudando 
a posig3o das razoes, teremos : 

r . s:m . n (E) 

Ora, a expressao E e evidentemente uma equidiferenga, por- 
que, sendo m-n — r- s, por hipdtese, e claro que r-s — m-n. 

Este corolario nos permite escrever uma equidiferenga de 
oito modos diferentes. ’ 
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Seja a equidiferenga a . b : m . n. 

Em primeiro lugar- temos a 


m . n (1) 


Alternando a . m : b . n (2) 

Invertendo os t6rmos da primeira . b . a : n . m (3) 

Alternando 6 . n : a . m (4) 

Transpondo os termos da primeira . m . n : a . b (5) 

Alternando m . a : n . b (6) 

Alternando os termos da primeira . n . b : m . a (7) 

Alternando n . m : b . a (8) 

Corolario II. Um extremo quaiquer de um equidijerenga e 
d soma dos meios menos o oatro extremo. 

H. { a . b : c . d T. { a = b + c — d 

Tomando a hip6te.se e aplicando-lhe o teorema fundamental 
das eqiiidiferengas, teremos : \ 

a -f- d = b -f- c 

Diminuindo d de ambos os membros desta igualdade, resulta : 
a + d — d — b -\- c — d 

a = b + c-d C. Q. D. 

Coroldrio III. Um meio quaiquer de uma equidijerenga 6 igual 
d soma dos extremos menos o outro meio. 

H. { m . n : r . s T.. { m = n s — r 

Toma,ndo a hipdtese e aplicando-lhe o teorema fundamental 
das eqiiidiferengas, teremos : 

n + r = m + s 

Diminuindo r de ambos os membros desta igualdade, resulta : 
n + r— r — m s - r .’ . 

n = m + s-r C. Q. D. 

Corolario IV. A media aritmetica de dois numeros 6 igual 
d semissoma destes mesmos numeros. 
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r m 6 a media aritmdtica ^ = ? ~ t . _ 

^ dos numeros a e b. > 2 

Sendo m a media aritmetica dos numeros a e b, segue-se que 
g s te S tres numeros formam uma eqiiidiferenga continua na qual 
m 6 o meio. Portanto, 

a . m : m . b 


Aplicando a esta eqiiidiferenga a propriedade fundamental das 
eqiiidiferengas, teremos : 

2m = a + b 

Dividindo ambos os membros desta igualdade por 2, resulta 

m = C - Q ’ D ‘ 


Por analogic i, a media aritmetica de n numeros e a soma 
destes numeros, dividida por n. A media aritmetica dos nume- 
ros 7, 8 e 9 6 (7 + 8 + 9) v 3 ; dos numeros 5, 6, 11 e 14 6 
(5 + 6 + 11 + 14) 4 ; etc.. 

Coroldrio V. Somando ou diminuindo o mesmo numero a 
um extremo e a um meio de uma equidij erenga, esta continua a 
existir. 

H. { a . b : c . d T. { (a + m) . b : (c + m) . d 


De acordo com a hipdtese, temos : 
a — b = c — d 


Somando m a ambos os membros desta igualdade, teremos : 
a — 6 + m = c — d m 

Mudando a ordem dos termos de ambos os membros desta 
igualdade, o que e permitido, contanto que cada termo conserve o 
o seu sinal, teremos : 

ct + m — & = c + m — d 
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Pondo entre parenteses os dois primeiros tSrmos de cada 
um dos membros desta igualdade, resulta : 

(a + m) — b = (c + m) — d 

Esta igualdade, sendo constitulda por duas diferengas, 4 uma 
equidiferenga ( § 57) ; logo, 

(a + m) . b : (c + m) . d C. Q. D. 

De modo analogo provariamos que : 

(a - m) . b : (c - m) . d 

fiste corolario pode ser enunciado do seguinte modo : 

Se quatro numeros jormam uma equidij erenga, somando ou di- 
minuindo o mesmo numero aos antecedentes ou aos conseqiientes ou 
a ambos os tdrmos de uma mesma razdo, a equidij erenga continua a 
existir. 

Exercicios. Serie XX 


Determinar o valor de x nas eqiiidiferengas seguintes : 


,327 
1# 4 ' 9 : 8 ’ X 
3. 4,2 . 3,7 : 15 . x 


4. 8,4 . x : 9,3 . 7,28 


5. 0,333 0,0222 : 2 — . Z 

6 . 4 de 5 4- • ® : 0,936 . 0,2111 

O O 

1 3 

7. Calcular a m 6 dia aritmetica de 7 — e 11 

8 . Calcular a media aritmetica de 0,25 e 3,789. 

, 3 5 1 „ 

9 . Qual a media aritmetica de — , — e -y i 

9 4 

10 . Determinar a media aritmetica de ^q> 25 e 0,13. 

11 . Determinar a media aritmetica de 0,444 e 3,0222 

12. Determinar a media aritmetica de 2 — , 3—, 5— e 2,25. 


61. Teorema fundamental das proporgoes. Se quatro 
numeros jormam uma proporgao, 0 produto dos extremos e igual ao 
produto dos meios. 




T. { ad = be 
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A nossa hipotese 6 que os numeros r 
a, b, c e d formam uma proporgao, i 
isto 6, 

a:b::c: d 

i 

Lembrando a definigao de uma J 

proporgao (§58) podemos escrever : J 

(i c 1 

' b ~ ~d J 

Multiplicando ambos os membros i 
desta igualdade por bd, os dois pro- i 
dutos ainda serao iguais ; portanto, 1 

abd _ bed i 

IT ~ 

E, simplificando as duas fragbes, 

ad — be C. Q. D. 

Observagao. Reparem bem os estudantes que, para demonstrar 6ste 
teorema, tom&mos a hipdtese, lembr&mos a definigao de uma proporgao, 
aplic£mos a igualdade resultante o axioma da multiplicagfio, simplific&mos 
as fragoes resultantes e chegdrnos assim a tese. Portanto, fiste teorema foi 
demonetrado de um modo direto. 

Queremos verificar se a :b : : c : d 6 realmente uma propor- 
gao. Podemos fazb-lo de duas maneiras distintas : 

a) verificando se a ~ b = c -f- d 

b ) verijicando se a X d = b X c 

Por exemplo, 15 : 5 : : 12 : 4 e realmente uma proporgao por- 
que 15 -r- 5 = 12 -j- 4 ou porque 15 X 4 = 5 X 12 ; 15 : 5 : : 10 : 2 

nao 5 uma proporgao porque 15 d- 5 5 ^ 10 -4- 2 ou porque 

15 X 2 5 X 10 e, portanto, nao podemos escrever 15 : 5 : : 10 : 2. 

Teorema reciproco. Sendo o produto de dots numeros igual 
ao produto de outros dois, &stes quatro numeros jormam uma pro- 
porgao, colocando os jatores de um produto nos extremos ( ou nos 
mews') e os jatores do outro nos meios (ou nos extremos). 

H. { mn = rs T. { m : r : : s : n 


Axioma. Multipli- 
cando ambos os membros 
de uma igualdade por 
uma mesma quantidade, 
os dois produtos jorma- 
rao ainda uma igual- 
dade. 

Por exemplo, se ti- 
vermos 

A = B 

teremos tamb6m 
AM = BM 
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Tomando a hipotese e dividindo 
ambos os membros desta igualdade 
por nr, os dois quocientes serao iguais ; 
portanto. 

- mn _ rs 
nr nr 

' Simplificando as duas fragbes, re- 
sulta : 

m s 

r n 

Esta igualdade 5 uma proporgao 
( § 58) ; logo, 

m:r ::s:n C. Q. D. 

Coroldrio I. Alternando, invertendo ou transpondo os t&rmos 
de uma proporgao, dies constituem sempre uma proporgao. 

ObservagSo. Alternar, inverter ou transpor os tSrmos de uma proporgao 
6 o mesmo que alternar, inverter ou transpor os tdrmos de uma eq&idiferenga. 

Consideremos a proporgao 

a :b : :m :n f(A) ' 

De acordo com o teorema fundamental, temos : an — bm. 
Alternando, isto 5, mudando a posigao dos meios ou dos extremos, 
resulta : 

a:m::b : n (B) n:b::m:a (C) 

Quer na expressao B, quer na expressao C, o produto dos 
extremos 6 an, e 0 produto dos meios 6 bm. E bstes dois produtos 
sendo iguais, por hipotese, as expressoes B e C sao realmente 
proporgbes. 

Voltando & proporgao A e invertendo, isto 6, colocando os 
meios no lugar dos extremos, teremos : 

b\ a:\n\m (D) 

_ E sendo o produto dos extremos, bm, igual ao produto dos 
meios, an, a expressao D e realmente uma proporgao. 


Axioma. Dividindo 
Umbos os membros de 
uma igualdade por uma 
mesma quantidade, di- 
ferente de zero, os 
dois quocientes jormar&o 
ainda uma igualdade. 

Por exemplo, se ti- 
vermos 

A = B 

teremos tambem 
A _ B 
M ~ M 



! 

i 

' 1 

\ 

I 

J 

i 

A 

\ 

1 t ( 

i 

i 

■ si 
. 

A 

f 

v 

v 

«J 


% 


V 

n 


108 


Elementos de Matematica 


Voltando a proporgao A, e transpondo, isto 4, mudando a 
posigao das razoes, teremos : 

m:n: : a :b (E) 

Ora, a expressao E 6 realmente uma proporgao porque, sendo 
a -i- m = m n, por hipdtese, e claro que m + n = a -r- b. 

Este corolario nos permite escrever uma proporgao de oito 


modos diferentes. 

Seja a proporgao a :b ::c:d. 

Em primeiro lugar a : b : : c : d (1) 

Alternando a : c :: b : d (2) 

Invertendo os tArmos da primeira . b : a :: d : c (3) 

Alternando b : d :: a : c (4) 

Transpondo os termos da primeira . c : d : : a : b (5) 

Alternando . . c : a :: d : b , ( 6) 

Alternando os termos da primeira . d : b :: c : a (7) 

Alternando . d : c : : b : a (8) 


Coroldrio II. Urn extremo qualquer de uma proporgao e igual 
ao produto dos meios dividido pelo outro extremo. 


H. { a : b : : c : d 



Tomando a hipotese e aplicando-lhe o teorema fundamental 
das proporgoes, teremos : ' 

ad = be 

Dividindo ambos os membros desta igualdade por d, resulta : 

a = C. Q. D. 


Coroldrio III. Uni meio qualquer de uma proporgao e igual 
ao produto dos extremos dividido pelo outro meio. 


m : n : : r : s 


4 
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Tomando a hipotese e aplicando-lhe o teorema fundamental 
das proporgoes, teremos : 

nr = ms 

Dividindo ambos os membros desta igualdade por r, resulta : 

n - — C. Q. D. 


Coroldrio IV. A media geometrica de dois numeros e igual d 
raiz quadrada do produto destes mesmos numeros. 

jj f m 6 a media geometrica ^ 
t dos numeros a e b. 

Sendo m a mddia geometrica dos numeros a eb, segue-se que 
estes tres numeros formam uma proporgao continua nalqual m 
4) o meio. Portanto, 

a : m : ; m : b 

Aplicando a esta proporgao o teorema fundamental das pro- 
porgoes, teremos : 

m 2 = ab 

Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros desta igual- 
dade, resulta : 

m — -yfab C. Q. D. 

Coroldrio V. Multiplicando ou dividindo um extremo e um 
meio de uma proporgao por um mesmo numero, a proporgao continua 
a existir. 

’ am : b : : cm : d 

H. { a : b : : c : d T. s a , c , 

m m 


De acordo com a hipotese, temos : 


a 

b 



no 
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Multiplicando e dividindo ambos os membros desta igualdade 
por m, resulta : 


c 

X m = — 
d 

X m . 

a 

- — m 
0 

c 

— -r- m 

d 

a m 

cm 

J a 4- m 

c -f- m 


nr • • 

i b 

d ‘ 

am : b : : 

cm : d 

; — :b 

; m 

: — :d 
m 


C. Q. D. 


C. Q 


£ste corolario pode ser enunciado do seguinte modo : 

> Se quatro numeros jormam uma proporgao, multiplicando ou 
dividindo os. antecedentes ou os consequents ou ambos os termos 
de uma das razoes, por um mesmo numero, a proporgao continua 
a existir. 


. Exercfcios. Serie XXI 


M. Um retangulo tern 25m de comprimento e 15m de largura. Qual 
6 a razao de suas dimensoes ? 

'■'>-2. Sabendo que — : ~ : x, calcular x. 

«. o y o 

'3. Calcular x na proporgao 3,2 : 3,5 :: 9,6 : x. 

4 . Escrever uma proporgao cujos tSrmos sejam 5,2 - 3,2 - 12,8 - 1,3. 

5. Idem, com os numeros 407, 53, 583 e 37. 

6 . E’ dada a igualdade 34 X 175 = 238 X 25. Deduzir desta igual- 
dade uma proporgao e escrever esta de todos os modos posslveis. 

7. Qual 6 a razao entre 12 dias e 4 meses? 

8. Misturam-se 0,6 litros de dgua com 3 litros de vinho. Qual a razao 
entre a dgua e o vinho ? Entre a dgua e a mistura ? Entre o vinho e a mistura ? 

9. Calcular x na proporgao 3 : — :: x : 7 —■ 

2 10 4 

10. Idem na proporgao V 0,25 : "\/6>36 :: 1,2 : x. 

11. Idem, na proporgao 9,1 : 8,3 :: x : 33,2. 

12 . Simplificar os tdrmos da proporgao 10 : 21 :: 20 : 42. 

13. E’ dada a proporgao 9,1 : 2,6 : 0,56 :: 0,16. Transformar seus tdrmos 
em numeros inteiros e, em seguida, simplificar. 
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5 7 4 

15. Idem, em relagao proporgao — : x :: — : — 

o 12 5 

16. Calcular x na proporgao 105 : x :: x : 420. 

17. Idem, na proporgao 1925 : x :: x : 77. 

18. Idem, na proporgao 13 : x :: x : 6. 

19. Idem, na proporgao 20 : x :: x : 30. 

20. A razao calculada de dois numeros 6 1,2. Sendo 5,28 o antecedente, 
qual 6 o consequente ? 

21. A razao calculada de dois numeros 6 2,5. Sendo 1,75 o conseqflente, 
qual 6 o antecedente? 

22. A razao entre a capacidade de um copo e a de uma garrafa 6 — . 

Se a capacidade do copo 6 de 0,24 litros, qual 6 a da garrafa? 4 

23. Calcular x na proporgao 0,444.... : 0,0222.... :: 4 — : x. 

5 

2 i i 

24. Idem, na proporgao — de 5 — : x :: 0,2111 : — . 

o 2 - 5 

2_ _5 

tj 5 3 6 

25. Idem, na proporgao — : x :: — - : — 

3 5 1 


26. Calcular a rnddia geomdtrica de 0,423 e 3,6 a menos de 0,001. 

f 12 

27. Calcular a m6dia geomdtrica de 7 — e 3 — a menos de 0,001. 

/j o 

28. Calcular a m6dia geomdtrica de ~ e 0,444 a menos de 0,001. 

29. O produto dos quatro termos de uma proporgao continua 6 1 296 
e o dltimo ttirmo 6 a tdrga parte da soma dos meios. Determinar os quatro 
tfirmos. 

Solugao. Seja a :m::m :b a proporgao pedida. De ac6rdo com o pro- 
blema proposto, temos : 

o X m X m X 6 =■ 1 296 6 = ^ 

Sendo oXmXnXi = 1 296, teremos : 

a X m X m Xb ~ 1 296 . ’ . m* X a6 =* 1 296 

Mas ab = wi 2 (teorema fundamental das proporgoes) ; logo, 

m J X m i = 1 296 . ’ . m 2 «= ^~1296 . • . m l =* 36 . • . m = 6 

E sendo m 6, resulta que b =» . * . b « 4 

3 



E teremos : 
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a : 6 :: 6 : 4 


Resposta. A proporgao pedida 6 9 : 6 :: 6 : 4. 

30. Determinar os quatro termos de uma proporgao continua, sabendo 
que o produto dos quatro termos e 20 736 e que o primeiro termo 6 o quddru- 
plo de um dos meios. 

31. Determinar os quatro termos de uma proporgao continua, sabendo 
que o produto dos quatro termos 6 810 000 e que o primeiro contem 36 v6zes 
o quarto. 

32. Dada a proporgao 35 : 2x : 76 : 4, calcular x. 

Observagao. Calcular primeiramente 2x. 

1 2 2 

33. Qual d o valor de x na proporgao 3x : — :: ; -jr ? 


34. Calcular x na proporgao 0,4 : 


::5-:4„ 


6 7 

35. Idem, na proporgao — ; — :: 5x : 0,033 3. . . . 

36. Sabendo que a :b ::c:d, provar que ma : nb :: me : nd. 

62. Propriedades das proporgoes. As proporgoes tem 
numerosas propriedades cujo conhecimento e indispensavel pela 
sua larga aplicagao num curso de Matematica. 

Primeira propriedade. Em uma proporgao, a soma ou 
diferenga dos dois primeiros termos esta para o segundo, assim 
como a soma ou diferenga dos dois ultimos esta para o quarto. 

Dividiremos a demonstragao desta propriedade em tres par- 
tes. (* (**) ) 

Primeira parte. Em uma proporgao, a soma dos dois pri- 
meiros termos esta para o segundo, assim como a soma, dos dois 
ultimos esta para o quarto. 

TT / « _ c t / a +i = c + A 




(*) Assim tenho feito hd muitos anos com os meus alunos, com exce- 
lentes resultados. E, esta propriedade estando bem sabida e compreendida, 
o conhecimento das seguintes torna-se extremamente fdeil para os estudantes. 

(**) Nestas demonstragoes escreveremos uma proporgao sob esta forma. 
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Tomando a hipdtese e somando a unidade a ambos os mem- 
bros, teremos : 


Substituindo a unidade do l.° 

b . . d 

membro por — e a do 2. a por —> 

resulta : 

a b c d 

b ' b d d 


Em lugar de 1, pode- 

12 3 

mos escrever — > 

L 12, L, ±, JL, etc.. 
7 ’ 10 b d x 

Qualquer uma destas 
fragoes aparentes 6 igual 
a unidade. 


E, efetuando as adigoes indicadas, teremos : 
a d - b c d 

b ~ d C. Q. D. 

Segunda parte. Em uma proporgao, a diferenga dos dois 
primeiros termos esta para o segundo, assim como a diferenga 
dos dois idtimos esta para o quarto. 

fa c f a - b c - d 

\~b ~ d * l & d 

Demonstragao. E’ bastante repetir a demonstragao da 1.* parte, subs- 
tituindo o sinal + pelo sinal — , e a operagao de somar pela operagao de di- 
minuir. 

Terceira parte. Em uma proporgao, a soma ou diferenga 
dos dois primeiros termos estd para o segundo, assim como a soma 
ou diferenga dos dois ultimos esta parOj o quarto. 

rrfa__c T f g + fr C± d 

\ b ~ d \ b d 

Demonstragao. E’ bastante repetir a demonstragao da 1." parte, subs- 
tituindo a palavra somando pela frase somando e subtraindo \ o sinal -1- Pjdo 
sinal d; t mais ou menos ) ; a palavra adigoes pela frase adigoes e sublragoes. 

Corolario I. Em uma proporgao, a soma ou diferenga dos 
dois primeiros termos estd para o primeiro, assim como a soma 
ou diferenga dos dois Ultimos estd para o terceiro. 
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rp f a + b 

' t ° 


c + d 


Em primeiro lugar, tomando a hipdtese e alternando seus 
termos, teremos : (§61) 

a b 

Isto feito, voltando a hipdtese e aplicando-lhe a primeira 
propriedade que acabamos de demonstrar, teremos : 

a + b c f d 
b = d 

Alternando — ^ ^ = — m) 

c + d d ' ' 

Porem, de acordo com a proporgao (A) a razao — 6 igual 

CL d 

a razao — • Substituindo na proporgao (B) resulta : 


a + b 
c ± d 


E alternando. 


a ± b c + d 


C. Q. D. 


3 6 

Observa^ao. Seja a propor^So — = — — • Aplicando a esta proporgao 


a propriedade demonstrada (segunda parte) teremos : — — — = - — IP. e as 
operagoes 3-5 e 6 — 10 sao impossiveis (por ora). ® 

Corolario II. Em uma proporgao, a soma dos dois primeiros 
t&rmos esta para a sua diferenga, assim como a soma dos dois 
ultimos estd para a sua diferenga. 

H. \ T- = 4 T. / = S-±A 

l b d , I a -b c-d 

Tomando a hipbtese e aplicando a propriedade demonstrada, 
teremos : , , , _ 


'■{t 


a + b 
b 


c + d 
d 


Alternando 


Razdes e Pro por goes 
a + b b 


porgoes 


Aplicando o axioma indicado ao lado, 
a + b _ a — b 
c + d c — d 


C + d 

d 

i Axioma. Duas 



i quantidades iguais 



J a uma terceira sao 

' a + b 

b 

j iguais entre si. 

c + d 

= it 

j Por exemplo, se 

< 


i tivermos 

a — b 

b 

A = M 

c-d 

= d 

B = M 


podemos afirmar 
que 

A = B 


E alternando 


a b 
a — b 


c -f- d 
c — d 


A • X O 

Aplicagao I. Dada a proporgao — = — > calcular x e y, 
sabendo que' x + y = 200. V o - 

Aplicando h proporgao dada a propriedade demonstrada, 
teremos : 


x + y :y :: 3 + 5:5 
200 : y : : 8 : 5 
200 X 3 

y = —8—= 125 


x + y = 200 
x + 125 = 200 
x = 200- 125 = 75 


x 3 

Aplicagao II. Dada a proporgao — = — , calcular x e y> 
sabendo que y — x = 80. V < 

Invertendo os termos da proporgao dada, e recorrendo h 
propriedade ja demonstrada, teremos : 

y:x:: 7:3 .-.J ; 

y — x :x : : 7 3:3 . ’ . i y — x = SO ! Resposta. 

80 : x : : 4 : 3 . * . ! y - 60 = 80 ! x = 60 

80 X 3 _ | V = 80 + 60 = 140 \ y = 140 


Resposta. 
x = 75 
y = 125 


y -x:x:: 7-3:3 . 
80 : x : : 4 : 3 
80 X 3 

x = i = 60 
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: 


i 

I 

l 

l 

l 

l 

I 


x 2 

Aplicagao III. Dada a proporgao — = calcular x e y, 
sabendo que 4x + 5 y = 99. 

Multiplicando os antecedentes da proporgao dada por 4, e 
os consequentes por 5, os quatro produtos continuant a formar 
proporgao. (§61, 5.° corolario) E teremos sucessivamente : 


4x : 5?/ : : 8 : 25 • ■ 

4x •+• 5y : 5y : : 8 + 25 : 25 . . 
99 : 5y : : 33 : 25 




4x + 5 y = 99 
4x + 75 = 99 
4x = 99 - 75 
4x = 24 
x = 6 


Resposta. 

x = 6 
y — 15 


Exercicios. S6rie XXII 

1. Dada a proporgao 24 : 8 :: 15 : 5 verificar a verdade enunciada na 
primeira propriedade e sea corol&rio. 

Calcular x e y nas proporgoes seguintes : 

2. x : y :: 3,5 : 2,1 x + y = 28 

3. 1,7 : 1,1 :: x : y x + y = 0,56 

4 . x : y :: 35 : 0,65 x+y = 35,65 

5. x : y :: 91 : 299 2x + 3 y = 166 

6. 23 : 31 :: x : y V ~ x = 40 

7. x : y :: 123 : 180 3y - 2x = 98 

8. A idade de um pai est4 para a de seu filho, assim como 11 estd para 
3 Determinar as duas idades sabendo que sua diferenga 6 de 40 anos. 

9 Duas quantias estao entrefsi.^como 7 estd para 15 ; determina-las 
sabendo que a diferenga entre a segunda e a prinaeira 6 de 64,cruzeiros. 

; 10 . Os comprimentos de duas pegas de fazenda estao entre si como 1 
esK nara 15. A diferenga entre o quintuplo do comprimento da primeira e o 
triple do comprimento da segunda 6 de 40m. Determinar os dois comprimentos 
P 11 . Um terreno cuja 4rea mede 672m 2 , foi dividido em dois quinh3es 

cuja razao 6 Determinar os dois quinhoes. 

12. Depositaram-se 11000 litros de gasolina em dois tanques, os quais 
ficaram completamente cheios. Determinar a capacidade de cada um dos 

tanques, sabendo que a razao entre as duas capacidades e — ■ 

18. Determinar uma fragao eqiiivalente a^e cuja soma dos tdrmos 
seja 120. 


f 
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14. Determinar uma fragao eqiiivalente a — e cuja diferenga dos t£r- 
mos seja 25. 

15. Determinar dois mimeros sabendo que eles estao entre si como 11 
estd para 5, e que a diferenga de seus quadrados e 3 456. 

16. Determinar dois numeros sabendo que eles estao entre si como 2 
estti para 5, e que a soma de seus quadrados e 5 684. 

Segunda propriedade. Em uma proporgao, a soma ou 
diferenga dos antecedentes estd para a soma ou diferenga dos 
conseqiientes assim como qualquer antecedente estd para o seu con- 
sequente. 

H J ± = T / - - C = — 

b d + d d 

Tomando a hipotese e alternando seus t6rmos, teremos : 


Aplicando a primeira propriedade a proporgao (A) resulta : 
a + c _b ± d 
c d 


Alternando 


a dz c 
b -p d 


_ , c a 

Observacao. oendo — p = -r-i 
a b 


C. Q. D. 

por hipdtese, tamb6m podemos escrever : 


a + c _ a 
b 4~ d b 

Corol&rio. Em uma proporgao, a soma dos antecedentes estd 
para a sua diferenga, assim como a soma dos consequentes estd 
para a sua diferenga 

J a _ c J a + c _ b 4~ d 

' \ b ~ d \ a — c b — d 

Tomando a hipotese e aplicando a propriedade que acabamos 
de demonstrar, teremos : 

a zt G a 

b ± d b 
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Separando as duas proporgSes. 


Aplicando o axioma conhecido . 


a + c _ a 

b + d ~ T 

a — c _ a 

b - d ~ T 

a + c _ a — c 
b + d b — d 


a + c b + d 

Alternando — = , , 

a — c b — a 

C. Q. D. 

• x u 

Aplicagao I. Dada a proporgao — = — , calcular x e y, sabendo que 
x + y = 28. « 24 

Aplicando a esta proporgao a segunda propriedade, teremos : 

x + „:8 + 24::{*; 2 *}.;.28 : 32 ,:{*; 2 *}.-. 

f 28 : 32 :: x : 8 1 
\ 28 : 32 y : 24 J 

Destas duas proporgoes deduzimos facilmente o valor de x e o de y. 

Aplicagao II. Dada a proporgao 30 : x : 24 : y, calcular x e y, sabendo 
que x - y — 11. 

Aplicando a esta proporgao a segunda propriedade, teremos : 


30 ^ 24 : x - y :: 

f 30 : 
\ 24 : 

* } .-. 6 : 11 :: 
y J 

f 30 : x \ 
1 24 : y J 


6 6 : 

11 :: 30 : a: 1 



1 6 : 

11 :: 24 : y J 



Destas duas proporgSes deduzimos facilmente os valores de x e y. 

Aplicagao III. Dada a proporgao x : 7 :: y : 20, calcular x e y, sabendo 
que y — x — 10. 

Transpondo os termos da proporgao dada, teremos y : 20 :: x : 7. Apli- 
cando a esta proporgao a segunda propriedade, teremos: 

. , x : 20 


/ 10 : 13 :: y : 20 \ 

1 10 : 13 :: x : 7 J 

Estas duas proporgoes nos dao os valores de x e y. 
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Aplicagao IV. Dada a proporgao x : 15 :: y : 12, calcular x e y, sabendo 
que 3x + 5y = 20. 

A proporgao dada 6 x : 15 :: y : 12 ou ^ Estas duas razoes nao 

lO I Zi 

se alteram, se multiplicarmos ambos os termos da primeira, por 3, e os da 
segunda, por 5. Portanto, 


3x 

5 y 

. 3x + 5 y 

3x 

45 _ 

j 

f - 1 

i . 

60 - 

’ 45 + 60 
20 _ 3x 

~ 45 6 
20 

ft = 



105 

45 

105 

i 


4 

*» 

4 



21 15 

6 21 = 


3* + 5 y 
45 + 60 

5y 
' 60 

JL 

12 


by . 

60 ‘ 


Das duas ultimas proporgoes deduzimos os valores de x e y. 

Observagao. Em relagao a estas quatro aplicagoes, podemos tambem 
alternar os termos das proporgoes dadas, e trabalhar com a primeira pro- 
priedade. 

Exercfcios. Serie XXIII 
Calcular x e y nas proporgoes seguintes : 


1. 

X 

: 3,5 :: y : 2,1 

x + y = 28 

2. 

X 

: 1,7 :: y : 1,1 

x - y - 3,6 

3. 

6 

: x :: 2,52 : y 

x - y - 2,9 

4. 

X 

: 5 :: y : 7 

y - x = 6 

5. 

X 

: 15 :: y : 45 

3x + 5y = 234 

6. 

X 

: 3 :: y : 9 

2y - 4x = 14 


7. Dois ntimeros sao proporcionais a 13 e 7, e sua diferenga 6 60. Quais 
sao 6stes numeros ? 


Observagao. Se os dois numeros pedidos sao proporcionais a 13 e 7, 
escreveremos x : 13 :: y : 7. 


8. Determinar os antecedentes de uma proporgao, sabendo que sua 
diferenga 6 77 e que os conseqiientes sao 15 e 8. 

9. Determinar os antecedentes de uma proporgao cujos conseqiientes 
sao 7 e 10, sabendo que a diferenga entre 8 vezes o primeiro antecedente e 
5 vezes o segundo antecedente e 12. 

10. Dois ndmeros sao proporcionais a 7 e 8. Determinar estes ndmeros, 
sabendo que a diferenga entre 7 vezes o segundo e 5 vezes o primeiro e 32. 

11. Dividir 100 metros de seda em duas porgoes proporcionais aos 
ndmeros 3 e 4. 


Solugao. Representando as duas porgoes por x e y, teremos x : 3 :: y : 4, 
etc.. Os valores de x e de y serao calculados com erro inferior a 0,001m. 
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12. Dois irmaos, eujas idades respectivas sao 12 e 10 anos, recebem 
de seu pai a quantia de 500 cruzeiros, para que a repartam em partes pro- 
porcionais as suas idades. Qual ser,i a parte de cada um? 

Terceira propriedade. Se tres razdes geometricas sdo iguais, 
a soma dos antecedentes esta para a soma dos consequentes, assim 
como qualquer antecedente esta para o seu consequente. 

r V i 

| b d n \ 6.+ d + n b d n 

Tomando as duas primeiras razoes da hipotese e aplicando- 
lhes a segunda propriedade, teremos : 

a + c _ a /^\ 

b + d ~ b 

Na proporgao (A) substituindo a razao pela razao igual 
— > teremos . a + c m 

n — -z = — : 

b + d n 

Aplicando a proporgao (B) a segunda propriedade, resulta : 

ffl + c + at — — c. Q. D. 

b + d + n n 

Observagao. Esta propriedade 6 verdadeira para tr6s ou mais razdes 
geometricas, como 6 fdTcil de demonstrar. 


Aplicagao. Sendo 


calcular x, y e z, sabendo 


que x + y + z = 60, 

De acdrdo com a terceira propriedade, teremos : 


60 : 12 


£-fy-|-2:3+4 + 5:: 

60 : 12 : : x 
60 : 12 : : y 

60 : 12 :: 3 


Destas tres proporgoes tiramos os valorem de x, y e z. 


II 
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1. Sendo 


Exercicios. Serie XXIV 

: e , , a + e — e 

- = — > demonstrar que 
1 j b+j-d 


2. Sendo = -y - = ^rex+y + z= 108, calcular x, y e z. 
3 4 5 

— 1 3 4 7 8 Oi (1 f 


3 4 7 S 

3 Sendo — = — = — = — , calcular os conseqtientes, sabendo que 
abed 
sua soma 6 igual a 26,4. 

4. Sendo — = — = calcular os antecedentes, sabendo que 

i * iq n 5 6 3,5 

x + y = 18,7. 

5 Sendo — = — = — = — — , calcular os antecedentes, sabendo 

а. oenao Q3 07 j 2 13 > 

a + b A c = 1,54. 

б. Dividir 120 metros de pano em tres partes proporcionais aos nti- 
meros 3, 4 e’7. (Resultados com erro inferior a 0,001m) 

7. TJma fazenda de 648 hectares foi dividida em quatro quinhSes pro- 
porcionais aos ndmeros 2, 3, 4 e 5. Calcular em metros quadrados cada um 
dos quinhoes. 

2 3 2 5 

8. Sabendo que a : — :: b : — :: c : — - :: d : "-r-, calcular os antecedentes, 

I 3 4 5 o 

cuja soma 6 15 — • 

1 3 

9. Sabendo que a : — :: b : — :: c : 0,666 ::d : 0,444 cal- 

, • , 17 

cular os antecedentes, cuja soma e — • 

10. Sendo — = — = ry,, calcular os antecedentes, sabendo que 

11 12 13 

a + b — c = 50. . 

7 10 12 

11, Sendo — = — = — , calcular os consequentes, sabendo que 


12. Sendo — = — = — , calcular os consequentes, sabendo que 

a o c 

4 a -4- 35 -f- 2c = 43. 

13. Dada a proporgao a : b :: c : d, provar que 5a + b : b :: 5c + d : d. 

14. Dada a proporgao a : b :: c : d, provar que a : a - b :: c : c — d. 

15. Dada a proporgao a : b :: c : d, provar que 

ax + by : ax — by :: cx + dy : cz - dy 

Quarta propriedade. Multiplicando ordenadamente duas ou 
mais proporgdes, os quatro produtos ainda jormam uma proporgdo. 


a 

IT 

b 

12 

c 

13’ 

calcular 

OS 

antecedentes, 

sabendo 

que 

' 7 
a 

10 

b 

ii 

calcular 

OS 

consequentes, 

sabendo 

que 

43. 







1 

21 

a 

Si- 

ll 

ii 

«J8 

calcular 

OS 

consequentes, 

sabendo 

que 

1 
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Multiplicar ordenadamente duas ou mais proporgoes signifies 
multiplicar os primeiros termos, depois os segundos, em seguida 
os terceiros e por ultimo os quartos. 

{ a : b : : c : d 

e : J : : g : h T. j aem : bjn : : egr : dhs 

m : n :: r : s 


Por hipdtese, temos : 



Multiplicando estas tres igualdades, 
results : 

aem _ egr 
bjn dhs 

aem : bjn : : egr : dhs 

C.Q. D. 


Quinta propriedade. Elevando os quatro ttrmos de uma pro- 
porgao a uma mesma potencia, os quatro resultados ainda jormam 
uma proporgao. 

H .{ a :b :: c : d T. { a m : b m : : c m : d m 


Por Jiipotese — = — - . * . 

b d 



C. Q. D. 


Sexta propriedade. Extraindo a mesma raiz dos quatro t&r- 
mos de uma proporgao, os quatro resultados ainda jormam uma 
proporgao. 



a : b : : c : d 


T. 



m m 

V c : V d 


Por hipdtese 
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a _ I c . V a _ V c 

T " vl ' ' ~ m .— 

V b V d 

m m m m 

V a : V b ::V C : V d 


C. Q. D. 


Seli in a propriedade. Quando duas proporgoes tern os mes~ 
mos antecedentes, os consequentes jormam uma proporgao. 

TT r a : m : : b : n r 

H. ■{ , T. < m : n : : r . s 

l a : r :: b : s L 


Por hipdtese 


Alternando, 


a : 

: m 

■::b\ 

: n 

a : 

: r 

: : b : 

: s 

a : 

: b 

: : m : 

: n 

a : 

: b 

: : r 

: s 


a _ m 
b n 


As razoes — e — sendo iguais a razao — , sao iguais entre 


si; logo, 


. ’ . m : n : : r 


C. Q. D. 


Oitava propriedade. Quando duas proporgoes tern os mes- 
mos consequentes, os antecedentes jormam uma proporgao. 

TT r a : b :: c : d \ ™ f 

H. ■< , , > T .< a : c :: m : n 

l m : b :: n : d j L 


Alternando, 


a 

: b 

: : c 

: d 

m 

: b 

: : n 

: d 

a : 

: c : 

: : b : 

: d 

m : 

: n : 

: : 6 : 

: d 


a m 


m _ b 
n d 


c 


n 


. ' . a : c :: m : n 


C. Q. D. 
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Observagao. Quando duas razoes sao iguais, o produto delas 
e igual ao quadrado de uma delas. 

a c 

Consideremos as razoes iguais — e — • Sendo iguais, te- 
remos : 


c 

x a = 


a a 

T X V 


De modo amalogo provariamos que, quando tr&s razoes sao 
iguais, o produto delas e igual ao cubo de uma delas. Por exemplo, 
sendo „ „ m 


teremos 


¥ d? 


E assim por diante. 


Exerclcios. Serie XXV 

CC "U 

1. Dada a proporgao — = — , calcular x e y, sabendo que xy = 1 617. 

11 

2. A 4rea de um terreno retangular 6 de 8 875,20m 2 . Calcular as duas 
dimensoes, sabendo que elas sao proporcionais aos numeros 5 e 6. 

3. Uma sala retangular tem uma 4rea de 60 metro3 quadrados. Calcular 

com erro inferior a 0,001m as duas dimensoes, sabendo que elas sao propor- 
cionais aos numeros 3 e 4. x 

4. E’ dada a proporgao — = — • Calcular x e y, sabendo que 

as 2 ?/ 2 = 90 000. 6 4 

5. O volume de um bloco retangular 6 de 8 232dm 3 . Calcular as tres 
dimensoes, sendo elas proporcionais aos numeros 2, 3 e 4. 

N. B. A resolugao deste problema exige uma raiz cubica, que serd 
encontrada nas tabelas. (pdg. 204) 

, „ , , 14 14,7 16,1 , . . . . 

6. Sabendo que — = — — = — — , calcular os conseqiientes cujo pro- 
duto 5 9,66 x y 


II 

\l 


CapItulo IT 


Grandezas Proporcionais 


63. Grandezas diretamente proporcionais. Considere- 
mos duas grandezas quaisquer, heterogeneas e variaveis, mas que 
dependem uma da outra, como acontece, por exemplo, com as duas 
grandezas seguintes : o comprimento de uma pega de fazenda e o 
prego desta mesma pega. 

E’ sabido que o prego desta pega depende do seu comprimento. 
Portanto, o comprimento e o prego desta pega sao duas grandezas 
heterogeneas e variaveis, mas que dependem uma da outra. Se o 
comprimento aumenta, o prego tamb6m aumenta ; se o compri- 
mento diminue, o prego tambern diminue. Supondo que 1 metro 
desta fazenda custe 3 cruzeiros, 5 metros custarao 15 cruzeiros ; 
se 5 metros custam 15 cruzeiros, 4X5 metros custarao 4 X 15 
cruzeiros, isto e, 60 cruzeiros. ; se 24 metros custam 72 cruzeiros, 
24 -f- 3 metros custarao 72 cruzeiros 4- 3, isto e, 8 metros custarao 
24 cruzeiros. Enfim, se o comprimento da pega 6 multiplicado ou 
dividido por n, o prego da mesma pega fica multiplicado ou divi- 
dido por n. Dizemos em Matematica que estas duas grandezas 
sao diretamente proporcionais ou, simplesmente, proporcionais. 

Duas grandezas variaveis e que dependem uma da outra, 
sao diretamente proporcionais, quando a razao entre dois va- 
lores quaisquer da primeira e igual a razao entre os dois valores cor- 
respondent's da segunda. 

Por exemplo, 

5 metros custam 15 cruzeiros J 5 metros _ 15 cruzeiros 

20 metros custam 60 cruzeiros 1 20 metros 60 cruzeiros 

24 metros custam 72 cruzeiros J 24 metros _ 72 cruzeiros 

8 metros custam 24 cruzeiros 1 8 metros 24 cruzeiros 
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64. Grandezas inversainente proporcionais. Considere- 
mos agora outras duas grandezas quaisquer, tamb£m heteroge- 
neas e variaveis, e que tambem dependem uma da outra, como 
acontece, por exemplo, com as duas grandezas seguintes : a 
velocidade de urn ciclista que percorre uma certa estrada, e o 
tempo necessario para percorre-la. 

Suponhamos que a estrada tern 300km. E’ evidente que, 
quanto maior e a velocidade do ciclista, tanto menor e o tempo 
necessario para percorrer esta estrada. 

Se o ciclista percorre apenas 10km por hora, isto 6, se a 
velocidade do ciclista e de 10km por hora, o tempo necessario 
para percorrer toda a estrada e igual a 300km 10km, isto e, 

30 horas. Entretanto, se o ciclista duplica a sua velocidade e 
consegue percorrer 20km por hora, o tempo necessario para per- 
correr toda a estrada sera igual a 300km 4- 20km, isto e, 15 horas. 
Portanto, o tempo necessario para percorrer toda a estrada fica 
reduzido a metade do tempo primitivo. 

Um automovel que possa percorrer 60km por hora, percor- 
rera esta estrada em 3001cm 4 - 60km, isto 6, em 5 horas. Entre- 
tanto, se a velocidade do automovel ficar reduzida k sua terga 
parte, isto e, a 20km, o tempo necessario para- percorrer a es- 
trada toda sera tres vezes maior ; com efeito 300km -4- 20km = 
= 15 horas. 

Em resumo : supondo que a estrada tern 300km, teremos 

entre a velocidade e o tempo a seguinte correspondence de va- 
lores i 

velocidade = 10km tempo = 30 horas 

velocidade = 20km tempo = 15 horas (A) 

velocidade = 60km tempo = 5 horas 

E concluimos que, se a velocidade 6 multiplicada ou di- 
vidida por n, o tempo fica dividido ou multiplicado por n. 

Dizemos em Matematica que estas duas grandezas sao inversa- 
menie proporcionais. 

Voltando ao quadro A, tomemos duas velocidades quaisquer 
e os tempos correspondentes, por exemplo, 

tempo = 30 horas 
tempo - 5 horas 


velocidade = 10 km 
velocidade = 60km 
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Agora, nao e posslvel escrever 

10 km _ 30 horas 
60 km 5 horas 

porque a primeira razao e igual a ~ (a velocidade foi multiplicada 

por 6) ao passo que a segunda razao e igual a ~ (o tempo ficou di- 
vidido por 6). Mas entao podemos escrever : 

10km _ 5 horas 
60 km 30 horas 


o 

E observando que a razao — 4 a inversa ou a reciproca de 
30 

— diremos que : 

Duas grandezas variaveis e que dependem uma da outra, 
sao inversamente proporcionais, quando a razao entre dois va- 
lores quaisquer da primeira e igual ao inverso ou d reciproca da 
razao entre os dois valores correspondentes da segunda. 

Observagao. Dois numeros sao chamados inversos ou re- 
el proeos quando seu produto e a unidade. 

Assim, o inverso de 3 6 ^ porque 3 X ~ = 1 ; o inverso 

2 5 2 5 * 3 

de If 6 ~2 porque y x Y = 1 i o inverso de x e — ; o de — 

5 ■ 6 

6 — > etc.. 
a 

Duas razoes inversas sao duas razoes cujo produto e 

a unidade. As razoes — e — > ~ e ~ sao razoes inversas. 


Exercicios orais 

!• De Que depende o perimetro de urn quadrado? Ser4 ^le propor- 
cional ao lado ? Exernplifique. E a d-rea de um quadrado serd proporcional 
ao lado? Exernplifique. 

2. Suponhamos que a 6 divisivel por b, sendo o quociente igual a q. 
0 quociente e diretamente proporcional ao dividendo? Ao divisor? 


C C 
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3. Para construir uma casa em 60 dias, sao necessarios 80 operarios. 
0 que aconteceria se o numero de operarios ficasse reduzido & metade ? Que 
relagao hi! entre o nilmero de operdrios necessdrios para construir uma casa, 
e o tempo necess&rio k construgao desta mesma casa ? 

4. Tenho 450 litros de vinho que vou distribuir em garrafas cuja capa- 
cidade 6 de 1,8 litros. 0 que aconteceria se a capacidade de cada garrafa fosse 
apenas de 0,9 litros ? Que relagao M entre a capacidade de cada garrafa e 
o numero de garrafas ? 

5. No movimento de um veiculo qualquer temos de considerar tres 
coisas distintas : o espago percorrido, o tempo necess&rio para percorre-lo, e 
a velocidade do veiculo. Se o espago nao varia, que relagao M entre o tempo 
e a velocidade ? Se o tempo nao varia, que relagao M entre o espago e a velo- 
cidade ? Se a velocidade nao varia, que relagao hd entre o espago e o tempo ? 

6. Uma rua tern 850m de comprimento e 12m de largura. Se o com- 
primento da rua aumenta de 150m, o que acontece com a largura ? Que re- 
lagao hd entre o comprimento e a largura da rua? 

7. O valor de uma fragao 6 proporcional ao numerador? Ao denomi- 

nador ? , „ 

8. Um decimetre cubico de ouro pesa 19,200kg. Quanto pesarao b 
decimetres cubicos ? Qual a relagao existente entre o volume de um corpo 
e o peso deste mesmo corpo ? Que relagao existe entre o piso de um professor 
de Matemdtiea e a altura do colegio onde ele leciona? 

65.’ Regra de tres. Se 3 metros de seda custam 42 cruzeiros, 

quanto custarao 7 metros f Representando por x o prego dos 7 

metros, podemos escrever ( § 63) : 

3 42 7 X 42 . 

= . • . x = — - — . • * = 98 

7x3 


Resposta. Os 7 metros custam 98 cruzeiros. 

II. Foram necessarios 45 operdrios para jazer uma casa em 84 
dias ; em quantos dias 15 operdrios jariam a mesma casa ? Repre- 
sentando por x o numero de dias necessarios aos 15 operarios 
para fazerem a casa, podemos escrever ( § 64) : 


84 X 45 


x = 252 


Resposta. 15 operarios fariam a casa em 252 dias. 

Os dois problemas que acabamos de resolver sao ekamados 

regra de tres. 
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Regra de tres e o problema no qual sao dadas duas grandezas 
direta ou inversamente proporcionais, jaz-se variar uma delas e 
pergunta-se qual o valor correspondente para a outra. 

A regra de tres pode ser direta ou inversa. E’ direta, quando 
as grandezas que nela entram sao diretamente proporcionais ; e 
inversa, quando estas mesmas grandezas sao inversamente pro- 
porcionais. 

A disposigao pratica para a resolugao dos problemas de regra 
de tres esta indicada nos problemas que vamos resolver. 

Problema I. Para fabricar 7,5kg de manteiga, sao necessarios 
160 litros de leite. Quantos litros de leite serao necessarios para 
fabricar 12,25kg? 

D / I 160 I \ . \ 750 : 1225 : : 160 : x 

\ 12,25kg ! x I f 


1225 X 160 


= 261,333 litros 


Resposta. Para fabricar 12,25kg de manteiga sao necessarios 
261,333 litros de leite. 

Observagao. A letra D significa que esta regra de tres 6 direta ; as duas 
setas significam em que ordem devem ser escritos os quatro numeros, para 
constituirem a proporgao. Quando os dois termos de uma mesma razao sao 
fraciondrios, podemos inteird-los. (§56) Em lugar de 7,5:12,25 podemos 
escrever 750 : 1225. 

Problema II. Um trem percorreu 125km em 3 horas e 12 
minutos. Em quanto tempo percorrera 840hm? Admite-se que 
o movimento do trem e uniforme, isto e, a sua velocidade e cons- 
tante. 

J 125km 3h e 12m I | 3h e 12m = 3X60 + 12 = 192 minutos 
1 840 hm x m Jf 840hm = 84km 


\ 840 hm 


125 : 84 : : 192 : x 


x = 129 — — (minutos) 

120 

Resposta. O trem percorrera 840hm em 2 horas, 9 minutos, 

1 segundo e ^ do segundo. 

25 
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' Qbservagao. Os dois termos de uma mesma razao devem ser reduzidos 
cl mesma unidade ; os numeros complexos devem ser transformados em in- 
complexos. 

Problema III. 15 operarios fizeram um servigo em 23 dias, 
trabalhando 10 horas por dia. Quantas horas por dia deveriam 
trabalhar 21 operarios para fazerem o mesmo servigo tamb6m 
em 23 dias? 


15 op. | 
21 op. 


. \ 21 : 15 : : 10 : x 


15 X 10 


x = 7h. 8min. 34seg. e — do segundo. 


Resposta. Os operarios deveriam trabalhar, diariamente, 

2 

7 horas, 8 minutos, 34 segundos e — do segundo. 

Observagao. A letra 1 indica que esta regra de tres 6 inversa. As setas 
indicam em que ordem devem ser escritos os quatro numeros, para eonsti- 
-tufrem a proporgao. 

Problema IV. Um ciclista precisa ir da cidade A a cidade B. 
Se a sua velocidade e de 18km por hora, ele emprega 3 horas 
e 20 minutos para realizar a viagem. Em quanto tempo fara 
61e o mesmo percurso, se conseguir correr com uma velocidade 
. . 5 i i .,1 • • j • (i 


igual a — - da velocidade primitiva? 


18km 1 3h e 20 min. 


de 18km 


30 : 18 :: 200 : x 


x min. 


— de 18km = 30km 

o 

3h e 20min. = 200min. 


200 X 18 


= 120min. 


Resposta. O ciclista fara a sua viagem em 2 horas. 

3 1 

Problema V. Se — de uma pega de s6da custam £ 5 — > 

b 

quanto custarao — da mesma pega? 


i 
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~ da pega £ 5 
4 2 

~ da pega „ , £ x 


5 r 1 

-r.5 Y :x. . 


r A . . W -1 _L v ^ 

X = 5 '2 X 6‘ + T ' ' x= 2- X 6- X T 

55 

x = -g- da £ . • . X = £ 6 - 2 - 2,5 

5 

Resposta. — da mesma pega custarao £ 6 - 2 — 2,5. 

Problema VI. Um navio esta em alto mar. Faltam-lhe 12 dias 
para completar a sua viagem, e os viveres existentes a bordo per- 
mitem que os tripulantes tenham a sua alimentagao habitual 
durante §stes mesmos 12 dias. Sobrevindo forte tempestade, o 
navio fica parado durante 5 dias, a fim de reparar as avarias so- 
fridas pelo mesmo. Podem os tripulantes contar com a sua ragao 
habitual ? Qual sera a nova ragao de cada tripulante ? 

1 ( 12 d | as T ra< ? 2 ° = 1 | . •. 17 : 12 : : 1 : x . x = - 
L 17 dias I ragao = x^j 17 

12 

Resposta. Cada tripulante devera contentar-se com da 
ragao habitual. 1' . 

66. O m6todo de redugao a unidade. No paragrafo 
anterior resolvemos seis problemas de regra de tres, pelo metodo 
chamado das proporgoes. 0 metodo de redugao a unidade, que 
vamos aplicar na res.olugao dos mesmos seis problemas, consiste 
em achar o valor que, para uma das grandezas, corresponde ao 
valor 1 da outra. 

Problema I. Para fabricar 7,5kg de manteiga sao necessdrios 

1 60 

160 litros de leite ; para fabricar 1kg serao necessarios -- ; para 
fabricar 12,25kg serao necessarios 


■=— X 12,25 = 261,333 litros 
/ , o 
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Problema II. Se o trem percorre 125km em 3 horas e 12 mi- 
nutos, ou 192 minutos, o tempo necessario para percorrer 1km 

ser 4 15? ; e o tempo necessario para percorrer 84km sera 

12 5 

HI X 84 - 129 (minutos) 

Problema III. Se os 15 operarios devem trabalhar 10 horas 
por dia, para fazer um determinado trabalho, durante um certo 
tempo, um operario devera trabalhar 15 vezes mais, isto e, 15 X 10 
horas por dia. E, se um operario deve trabalhar 15 X 10 horas 
por dia, 21 operarios deverao trabalhar 21 vezes menos, isto e, 

15 X — = 7 horas, 8 min., 34 seg. e J- do segundo. 

21 7 

• • 

Problema IV. O ciclista necessita de 200 minutos para fazer 
a sua viagem, correndo com a velocidade de 18km por hora. Se 
correr com a velocidade de 1km por hora, e claro que o tempo 
necessario: para a sua viagem sera 18 vezes maior, isto e, 200 X 18. 
E se o tempo necessario para realizar a viagem, com a velocidade 
de um quilometro por hora, e de 200 X 18 minutos, e claro que, 
com a velocidade de 30km por hora, este tempo ficara 30 vezes 
menor, isto e, 

200 X 18 1on . , 

= 120 mmutos 

30 


3 1 1 * 
Problema V. Se — da pega custam £ 5 —> — custara 

- 2 • 2X3 

, 11 w , 11X4 

A pega toda custara 2X3 2X3 

5 _ 11 X 4 x 5 . , 

— da peg a custarao ^ ^ ^ X g } isto e, 

11 4 5 55 0 

— X — X — = — da A 
2 3 6 9 
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Problema VI. Para 12 dias de viagem, a ragao e 1 ; para 
1 dia e 12 vezes maior, isto e, 12. Se a ragao para 1 dia e 12, 

12 

para 17 dias sera 17 v6zes menor, isto 6, —• 

Exercicios. Serie XX VI 

1. Com 10kg de trapos posso fazer 7,5kg de papel. Quantos kg de 
trapos serao necess&rios para fazer 48 resmas de papel, cada resma pesando 
80kg? 

2. Uma fdbrica de tecidos necessita de 48kg de la para fazer 40 metros 
de fazenda. Quaiitos kg de la serao necessdrios para fazer 135 metros da 
mesma fazenda? 

3. Um automovel percorreu em 5 horas e 20 minutos, uma distancia 
de 180km. Quantos km percorrerd em 7 horas e 30 minutos, conservando a 
mesma velocidade? 

4. Uma torneira despeja 2 5001itros de dgua em 7 horas e 15 minutos. 
Quantos litros despejard em 3 horas e 40 minutos? 

5. Duas tabuas de peroba medem respectivamente 4m X 0,3m X 0,12m 
e 4,5m X 0,4m X 0,12m. A primeira custa 35 cruzeiros. Quanto custa a 
segunda ? 

N. B. Calcular primeiramente os dois volumes. 

6. Para percorrer uma certa distancia com a velocidade de 32km por 
hora, um trem gasta 5 horas e 20 minutos. Em quanto tempo este trem faria 
o mesmo percurso com a velocidade de 4 500dam por hora? 

V 7. Comprei 5 camisas por 80 cruzeiros. Quantas poderia comprar com 
112 cruzeiros? 

8. Um retalho de fazenda de 12,8m custa 250 cruzeiros. Quanto pa- 
garei por um retalho da mesma fazenda, com a mesma largura, e cujo com- 
primcnto 6 de 2,64m? 

' 9 . Tenho 1,80m de altura. Qual e a altura de um poste cuja sombra 
mede 7,30m, no mesmo instante em que a minha mede 1,20m? 

10. Uma turma de 20 operdrios faz um servigo em 25 dias. Em quantos 

3 

dias a mesma turma fard um outro servigo, cuja dificuldade 6 igus < a — da 

dificuldade do servigo precedente? O dia de trabalho 6 de 10 horas. 

11. Um automovel cuja velocidade 6 de 45km por hora, deve fazer uma 
viagem em 4 horas e 15 minutos. Qual deverd ser a velocidade deste mesmo 
automovel se quiser fazer a mesma viagem em 3 horas e um quarto ? 

12. Um automovel, cuja velocidade e de 45km por hora, parte de Sao 
Paulo as 6 horas da manha, com destino ao Rio de Janeiro, onde deverd chegar 
as 5 horas da tarde, em ponto. Mas, por motivos imprevistos, o carro fica 
parado na estrada durante 1 hora e 15 minutos, depois de ter percorrido 157,5km. 
Qual a velocidade que o carro deve desenvolver para chegar ao Rio as 5 horas 
da tarde? 

\13. Um automovel, com a velocidade de 40km pof hora, foi da cidade 
A a cidade B, em 36 minutos. Em quanto tempo regressard, desenvolvendo 
uma velocidade de 60km por hora? 
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y 14. Em 20 dias, 15 operdrios tinham feito a metade de nm servigo. Neste 
momento, 3 operdrios foram despedidos. Em quanto tempo os operdrios que 
ficaram podem fazer a outra metade do trabalho ? 

—15. Dm empregado ganha 3 600 cruzeiros por ano. Em 3 de setembro 
d noite, deixa o emprego. Quanto tem a receber ? Os meses sao contados com 
30 dias cada um. 

-16. Um terreno retangular cuja drea 6 de 5,36a foi vendido por 2 500 
cruzeiros. Por quanto seria vendido, se medisse 120m X 76m ? 

17. Para fazer 30 metros de fazenda com 0,80m de largura, sao necessd- 
rios 42kg de la. Empregando esta mesma quantidade de la, e reduzindo a 
largura a 0,65m, qual seria o comprimento da fazenda fabricada? 

18. A tripulagao de um navio era de 42 homens. Ealtavam ainda 30 dias 
para chegar ao fim da viagem, quando 8 ndufragos foram recolhidos a bordo. 
Os viveres existentes a bordo eram suficientes para que cada tripulante tivesse 
a sua ragao habitual ate o fim da viagem. Nao querendo o capitao que a ra- 
gao dos tripulantes fosse diminuida, de quantos dias foi necessdrio antecipar 
o fim da viagem ? Se a velocidade do navio era de 20 milhas por hora, de 
quanto foi necessdrio aumentd-la.? 

19. Em meu coE'gio tenho mantimentos para 50 alunos, durante 36 dias; 
8 dias depois de iniciadas as aulas, recebo mais 15 alunos. Quantos dias du- 
rarao os mantimentos ? 

20. Um operdrio encarrega-se de capinar uma avenida e cobri-la de areia, 
por 810 cruzeiros. Tendo adoecido, 6 substituldo por um outro operdrio que 
conclue o servigo, recebendo 324 cruzeiros por 180m. Qual 6 o comprimento 
da avenida? 

21. Um tanque tem duas torneiras. A primeira enche o tanque em 
7 horas, e a segunda em 8 horas. Abrindo-se as duas torneiras ao mesmo tempo, 
e estando o tanque vazio, em quantas horas ficard ele cheio ? 

Solugao. Seja 1 a capacidade do tanque. Se a primeira torneira enche 

o tanque em 7 horas, em uma hora encherd — do tanque. Se a segunda 

enche o tanque em 8 horas, em uma hora encherd -3- do tanque. Logo, as 

° 1 1 

duas, abertas simult&neamente, em uma hora encherao — + -5- do tanque, 
15 t o 

isto 6, — do tanque. 

00 15 

Ora, se para encher — do tanque, 6 necessdrio que as duas torneiras 

OU 

fiquem abertas durante uma hora, para encher o tanque todo cuja capacidade 
6 1, durante quantas horas deverao ficar abertas ? 

E’ um problems de regra de tres simples e direta. 

fg 1 bora 1 ] 5 

D ] 56 f ' ■ 

l 1 4, x horas 4- ' 

a; = l-r-i^«=55 = 3 horas e 44 minutos. 

56 15 
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22. Um tanque tem duas torneiras. A primeira enche o tanque em 5 
horas e a segunda o esvazia em 8. Abrindo-se as duas torneiras ao mesmo 
tempo, e estando o tanque vazio, em quantas horas ficard cheio ? 

•“23. Um tanque tem tres torneiras. A primeira enche o tanque em 
18 horas, a segunda em 24 horas e a terceira em 30. Abrindo-se as tres tor- 
neiras, e estando o tanque vazio, em quantas horas ficard cheio ? 

"24. Um tanque tem tres torneiras. A primeira enche o tanque end 
25 horas e a segunda. em 40. Mas a terceira o esvazia em 60. Abrindo-se as 
tres torneiras, e estando o tanque vazio, em quantas horas ficard cheio? 

25. Duas torneiras enchem um tanque em 12 horas. Se uma delas enche 
o tanque em 30 horas, em quanto tempo a outra torneira poderd encher o 
mesmo tanque? 

Solugao. Seja 1 a capacidade do tanque. Se as duas torneiras enchem 
o tanque em 12 horas, em uma hora encherao — do tanque. Se a primeira 

12 1 

enche o tanque em 30 horas, em uma hora encherd — do tanque. Logo, a 

11 30 1 

segunda encherd em uma hora, — - — do tanque, isto 6, — do tanque. 

j 12 o0 2u 

Ora, se para encher - do tanque, 6 necessdrio que a segunda torneira 

fique aberta durante 1 hora, para encher o tanque todo, cuja capacidade 6 1, 
durante quantas horas deverd ficar aberta? 

E’ um problema de regra de trSs simples e direta. 


x = 1 4- = 20 horas 

ZJ\J 

26. Um operdrio faz uma certa tarefa em 15 dias, e outro faz a mesma - 
tarefa em 21 dias. Se os dois trabalharem juntos, em quantos dias a farao ? 
Supoe-se que o dia de trabalho tem 8 horas. 

27. Tr6s operdrios, trabalhando separadamente, constroem uma parede -• 
em 15, 21 e 40 dias. Em quantos dias poderiam files construir a mesma parede, 

se trabalhassem juntos? Supoe-se que files trabalham 9 horas por dia. 

28. Dois operdrios constroem uma parede em 25 dias. Um deles, tra- 
balhando s6, constrdi a mesma parede em 36 dias. Pergunta-se em quantos 
dias o outro operdrio seria capaz de executar s&zinho a mesma tarefa. Ad mi- 
te-se que os operdrios trabalham 11 horas por dia. 

29. Trfis operdrios constroem uma parede em 60 dias. Dois deles, tra- 
balhando separadamente, constroem a mesma parede em 120 e 150 dias. Em 
quantos ’dias o terceiro construiria a mesma parede, trabalhando s6? Admi- 
te-se que fistes operdrios trabalham 10 hors por dia. 

30. As passagens de 42 estudantes," da cidade r A cidade B,' isto 6, 
numa distdncia de 195km, importam^em 598 5 cruzeiros. Em quanto importa- 
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riam as passagens de 105 estudantes que quisessem fazer uma excursao a cidade 
C, supondo que a distaneia entre as cidades A e C 6 de 510km ? 

31. A dificuldade na traduqao do f ranees estd. para a dificuldade na 
tradusao do latim, assim eomo 0,15 estd para 0,72. Se um estudante traduz 
2 

3 pdginas e — de um texto frances em 4 horas e 10 minutos, em quantas 
5 i 

horas traduzird 2 pdginas e — de um texto latino ? Supoe-se que a paginagao 
e a mesma nos dois livros. 

67. Regra de tres composta. Problema I. Um negociante 
pagou Cr.$ 14,25 para iluminar a sua loja 3 horas por dia, durante 
48 dias. Quanto pagaria ele para ilumina-la 8 horas por dia, du- 
rante 72 dias? 

A resolugao deste problema pode ser dividida em duas partes. 

Primeira parte. Um negociante pagou Cr.$14,25 para ilu- 
minar a sua loja 3 horas por dia, durante um certo numero de 
dias. Quanto pagaria ele para ilumina-la 8 horas por dia, durante 
o mesmo numero de dias? 

E’ um problema de regra de tres, simples e direta. 

^ f 3 h I 14,25 I 1 „ - , . ... 

D s , ’ « \> • • 3:8:: 14,25 : y (A) 

1 8 h j y$l) 

Observacao. E’ inutil calcular y, como veremos adiante. 

Segunda parte. Se o negociante gastou y cruzeiros para 
iluminar sua loja durante 48 dias, quanto gastaria para ilumina-la 
durante 72 dias ? 

E’ um problema de regra de tres, simples e direta. 

D {72'! Ij} 48:72::! ' : * (B) 

Multiplicando as proporgoes A e B (§62, 4.° propriedade), 
teremos : 

3 X 48 : 8 X 72 : : 14,25 X y : y X x 

Dividindo ambos os termos da segunda razao por y (§61, 
5. a corolario), teremos : 

3 X 48 : 8 X 72 : : 14,25 : x- (C) 

Observasao. Estd explicado por que nao foi necess&rio calcular y. 
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Da proporgao C deduzimos facilmente o valor de x. 

14,25 X 8 X 72 

x = ■ ■ ■ = 57 cruzeiros 

o X 4 o 

A disposigao pratica para a resolugao deste problema, pode 
ser a seguinte : 

Cr.S 14,25 3 horas 48 dias 

x 8 horas 72 dias 


J 3 h 

\ 

3 : 

: 8 !" 

-A 

00 
— ' 

J 

48 : 

: 72 J " 


/ 48 d 


3 X 48 : 8 X 72 : : 14,25 : x 
14,25 X 8 X 72 __ 


1 72 d l J 3 X 48 

Resposta. O negociante pagaria 57 cruzeiros. 


= 57 cruzeiros 


Explicagao. Escrevem-se os dados do problema em duas linhas hori- 
zontals, e de modo que as grandezas homogeneas se correspondam em linhas 
verticais. Em seguida, escrevem-se a esquerda, e uns por baixo dos outros, 
os pares de grandezas homogeneas, exceto o, par em que entra x. E depois 
raciocina-se : a despesa e diretamente proportional ao ndmero de horas, assim 
como ao ndmero de dias, isto e, 3 : 8 :: 14,25 : x e 48 : 72 :: 14,25 : x. A razao 
em que entra y e inutil. 




Problema II. 30 operarios, trabalhando 10 horas por dia, 
'durante 24 dias, fizeram 180m de fazenda. Quantos metros fariam 
40 operarios, trabalhando 9 horas por dia, durante 18 dias ? 

A resolugao deste problema pode ser dividida em tres partes. 


Primeira parte. Se 30 operarios fazem 180m de fazenda, 
quantos metros farao 40 operarios? 

E’ um problema de regra de tres simples e direta. 



30 : 40 : : 180 : y (A) 


Segunda parte. Trabalhando 10 horas por dia, fizeram- 
se y metros ; quantos metros se fariam, trabalhando 9 horas por 
dia? 
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E’ um problema de regra de tres simples e direta. 


10 h 
9 li 4, 


1 . 


zm ^ 


10 : 9 : : y : z 


Terceira parte. Em 24 dias fizeram-se z metros; quantos 
metros se fariam em 18 dias? 

E’ um problema de regra de tres simples e direta. 


f 24 d. 
1 18 d. 


xm 4 , 


24 : 18 :: z : x 


Multiplicando as proporgbes A, B e C, teremos : 

30 X 10 X 24 : 40 X 9 X 18 : : 180 yz : xyz 

Dividindo ambos os termos da segunda razao por yz, teremos : 

30 X 10 X 24 : 40 X 9 X 18 : : 180 : x 

40 X 9X 18 X 180 
* “ 30 X 10 X 24 = 162m 

A disposigao pratica para a resolugao deste problema, pode 
ser a seguinte : 


30 op. 
40 op. 


10 horas 
9 horas 


24 dias 
18 dias 


180 metros 


f 30 op. I 1 
140 op. I / 


30 : 40 I 

10 : 9 Y : : 180 : x 
24 : 18 J 


9 h | J 30 X 10 X 24 : 40 X 9 X 18 :: 180 : x 


18 d | 


40 X 9 X 18 X 180 
30 X 10 X 24 


162m 


Resposta. Os 40 operarios, trabalhando 9 horas por dia, du- 
rante 18 dias, fariam 162 metros. 
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Problema II. 600 operarios, trabalhando 10 horas por dia, 
empregaram 50 dias para cavar um canal com 1500m de compri- 
mento, 8m de largura e 4m de profundidade. Em quantos dias 
720 operarios, trabalhando 8 horas por dia, cavarao um canal de 
2000m de comprimento, 7m de largura e 3m de profundidade, 
em um terreno duas \ezes mais diflcil que o primeiro ? 

A resolugao dbste problema pode ser dividida em seis partes. 

Primeira parte, Se 600 operarios fazem o servigo em 50 
dias, 720 operarios em quantos dias o farao ? 

E’ um problema de regra de tres, simples e inversa porque, 
para fazer um determinado servigo, e evidente que, quanto maior 
e o numero de operarios nele empregado, tanto menor 6 0 numero 
de dias, neeessario para conclul-lo ; quanto menor 6 0 numero de 
operarios nele empregado, tanto maior 6 o numero de •dips, ne- 
cessario para conclul-lo. 

j \ 600 op ‘ { 50 d - I t . • . 720 : 600 : : 50 : y (A) 

. I 720 op. I , 

Segunda parte. Se foram necessarios y dias, trabalhando 
os operarios durante 10 horas por dia, quantos dias seriam ne- 
cessarios, trabalhando os operarios durante 8 horas por dia? 

E’ um problema de regra de tres simples e inversa. 

Com efeito, quanto maior 6 o numero de horas diarias para 
fazer um determinado servigo, tanto menor 6 o numero de dias, 
neeessario para conclul-lo; quanto menor 6 o numero de horas 
diarias para fazer um determinado servigo, tanto maior 6 o nu- 
mero de dias, neeessario para conclul-lo. 


{ 10 »l 

y dias 1 

‘ . 8 : 10 : y : z 

(B) 

1 

l 8 h | 

z dias 4, J 





Terceira parte. Se foram necessarios z dias, tendo o ca- 
nal 1 500m de comprimento, quantos dias seriam necessarios para 
um canal de 2 000m de comprimento ? 

E’ um problema de regra de tres simples e direta. 

_ f 1500 m l Z dias II . I enn . o nnn . . - . j 


2 000 m ^ t dias 


; 2 000 
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Quarta parte. Se foram necessarios t dias, tendo o canal 
8m de largura, quantos dias seriam necessarios para um canal de 
7m de largura? 

E’ um problema de regra de tres simples e direta. 


im I t dias I 

' m 4, u dias 4, 


8:7 :: t : u 


Quinta parte. Se foram necessarios u dias, tendo o ca- 
nal 4m de profundidade, quantos dias seriam necessarios para 
um canal de 3m de profundidade? 

E’ um problema de regra de tres simples e direta. 


J 4m I u dias I 
}) ^ 8 

[ 3m 4 v dias 4, 


4 : 3 : : u : v 


Sexta parte. Se foram necessarios v dias para cavar o 
canal num certo terreno, quantos dias seriam necessarios para 
cavar o mesmo canal num terreno duas vezes mais dificil ? 

Representando a dijiculdade do primeiro terreno por 1, a 
dificuldade do outro sera 2. fiste ultimo problema e ainda um 
problema de regra de tres simples e direta. 


/ 1 (dif.) I a dias I 1 
\ 2 (dif.) 4, x dias 4, / 


1 : 2 : : v : x 


Multiplicando as proporgoes A, B, C, D, E e F, teremos : 

720 X8X1 500 X 8 X4X1 : 600X10 X2000 X 7 X3 X2 :: 50yztuv : xyztuv 

Dividindo ambos os membros da segunda razao por yztuv, 
teremos : 

720 X 8 X 1 500 X 8 X 4 X 1 : 600 X 10 X 2000 X 7 X 3 X 2 :: 50 : x . 

600 X 10 X 2000 X 7 X 3 X 2 X 50 M 
x= 720 X 8 X 1500 X 8 X 4 X 1 = 91 dlaS 


A disposigao pratica para a resolugao deste problema pode 
ser a seguinte : 

600 op. 10 h. 50 d. 1 500m.c. 8m.l. 4m.p. 1 (dif.) 

720 op. 8 h. x 2 000m. c. 7m.l. 3m.p. 2 (dif.) 
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Observa?ao. Em lugar de escrevermos 720 : 600, escreveremos 6 : 5. 
Com efeito, os dois termos da razao 720 : 600 sao divisiveis por 120, e e per- 
mitido dividir ambos os termos desta razao por 120, porque o valor da razao 
nao se altera. Considerando a razao 1 500 : 2 000, seus termos sao divisiveis 
por 500 ; portanto, em lugar de 1 500 : 2 000, 6 bastante escrever 3 : 4. 

68. Definigao da regra de tres composta. Considere- 
mos o primeiro problema do paragrafo anterior. Seus dados sao 
os seguintes : 

Cr.$ 14,25 3 horas 48 dias 

x 8 horas 72 dias 


O negociante pagou Cr.$ 14,25 para iluminar a sua loja 3 horas 
por dia, durante 48 dias. Esta despesa e proporcional ao numero 
de horas, 3 horas, e ao numero de dias, 48 dias. Yariando o nu- 
mero de horas e o numero de dias, a despesa tambem varia. Pois 
bem : 

Chama-se regra de tres composta, o problema no quad se 
da uma certa quantidade (Cr.$ 14,25) e duas ou mais que Ihe sao 
proportionals (3 horas e 48 dias) ; jazem-se variar estas duas ou 
mais, e pergunta-se qual o valor que resulta para a primeira. 
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O primeiro problema (§67) se decompoe em duas regras de 
de tres simples, porque a despesa 6 proporcional a duas quantida- 
des: o numero de horas e o numero de dias. 

O segundo problema (§67) se decompoe em tres regras de 
tres simples, porque o numero de metros 6 proporcional a tres 
quantidades: o numero de operarios, o numero de horas dia- 
rias de trabalho e o numero de dias. 

O terceiro problema (§67) se decompoe em seis regras de 
tres simples, porque o numero de dias e proporcional a seis quan- 
tidades : o numero de operarios, o numero de horas diarias de 
servigo, o comprimento, a largura e a profundidade do canal, 
e a dificuldade do terreno. 

Exercicios. S4rie XXVII 

x l.. Um operdrio recebeu 84 cruzeiros por 12 dias de trabalho, tfaba- 
lhando 10 horas por dia. Quanto deverd receber por 15 dias de trabalho, tra- 
balhando 1 1 horas por dia ? 

■j, 2. Se 9 operdrios, ao cabo de 6 dias de trabalho, recebem 432 cruzeiros, 
quanto receberao 14 operdrios por 12 dias de trabalho ? 

"'T3. 15 operdrios, trabalhando: durante 16 dias, fizeram 320m de fa- 
zenda. Quantos metros farao 24 operdrios, trabalhando durante 21 dias ? 

4. Paguei 12 cruzeiros por 3,75m de f6rro com 0,80m de largura. Quanto 
pagarei por 6,25m de s6da, com 0,75m de largura, supondo que o valor do 
forro seja igual a 0,24 do valor da seda ? 

Observagao. Suponha-se que a seda vale 100 ; o f6rro valerd 24. 

21 pedreiros, trabalhando 10 horas por dia, durante 32 dias, cons- 
truiram 42m de parede. Quantos metros de parede poderiam construir 28 
pedreiros, trabalhando 9 horas por dia, durante 56 dias, supondo que a ativi- 
dade da segunda turma 6 igual a % da atividade da primeira? 

Observacao. A atividade da primeira turma pode ser representada 
pelo menor numero divisivel por 4, isto 6, pelo proprio ntimero 4. Entao a 
atividade da segunda turma serd representada pelo numero 3. 

Para ajardinar um terreno retangular com 4,5damX12,5m, 8 ope- 
rdrios trabalharam durante 10 dias de 6 horas. Quantas horas por dia de- 
veriam trabalhar 12 operdrios para ajardinar um terreno retangular com 
54m X 160dm, em 11 dias? 

N, 7. 15 operdrios, trabalhando 12 horas por dia, durante 25 dias, fizeram 
um certo trabalho. Quantas horas por dia deverao trabalhar 16 operdrios, 
para fazerem 0,9 do mesmo trabalho, supondo que a atividade da primeira 
turma estd para a da segunda, assim como 3 estd para 5? 

Observacao. Representando o primeiro trabalho por 10, o segundo serd 
representado por 9. 

3. 40 operdrios, trabalhando durante 25 dias de 8 horas, fizeram um 
canal de 12m X 2,5m X 0,8m. Qual serd o comprimento de um canal com 
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3,4m de largura e 0,12m de profundidade, feito por 50 operdrios, trabalhando 
durante 30 dias de 9 horas, supondo que a dificuldade do primeiro trabalho 
estd para a do segundo, assim como 3 estd para 4 ? 

\ 9. A guarnigao de um forte e constituida de 300 homens e tern manti- 
mentos suficientes para que cada soldado receba a sua ragao habitual durante 
3 meses e 20 dias, quando chega ao forte um reforgo de 80 homens. Sendo 
necessdrio que os mantimentos durem 4 meses, qual deve ser a ragao didria 
de cada homem? 

Observacao. Suponha-se que a ragao primitiva 6 1. 

10. Um navio com 20 tripulantes e 36 passageiros inicia uma viagem 
cuja duragao estd fixada em 48 dias. Ao cabo, por6m, de 12 dias, um desar- 
ranjo nas mdquinas faz com que a viagem deva durar 15 dias mais do que 
o determinado. E no mesmo dia em que as mdquinas ficam avariadas, 6 ne- 
cessdrio recolher a bordo 8 homens de um navio naufragado alguns dias antes. 

A quanto ficard reduzida a ragao de cada pessoa, tripulante, passageiro ou 
ndufrago, para que os viveres existentes a bordo durem atd o fim da viagerifip ; 

11. Um automdvel, viajando 10 horas por dia, durante 7 dias, percorreu 
3 400km. Um outro automdvel, viajando 8 horas e meia por dia, durante 
6 dias, percorreu 2 880km. Qual 6 o mais yeloz ? 

Qbservagao. Suponha-se a velocidade do primeiro igual a 1. 

*12. 40 operdrios trabalharam durante 25 dias de 8 horas e receberam 
6 120 cruzeiros. Qual serd a quantia necessdria para pagar 54 operdrios que 
trabalharam durante 18 dias de 6 horas? 

13. Para consertar uma estrada de rodagem com 24km de compri- 
mento, foi necessdrio que 32 homens trabalhassem 8 horas por dia, durante 
45 dias. Quantas horas por dia deveriam trabalhar 48 homens, para conser- 
tar 21km da mesma estrada, em 50 dias ? 

\l4. Para derrubar 12,8ha de mata, 60 camaradas trabalharam durante 
48 dias. Quantos dias trabalhariam 48 camaradas para derrubar 5 alqueires 
de mata, supondo que esta turma seja duas vezes mais ativa que a primeira? 

O dia de trabalho 6 de 10 horas, e o alqueire mede 5 000 bragas quadradas. 

15. Dois reservatorios de dgua medem respectivamente 8,4m X 2,4m X 
X 0,72m e 7,2m X 3,6m X 0,80m. Uma torneira enche o primeiro reserva- 
tdrio em 2 dias e 12 horas, e outra enche o segundo em 3 dias de 18 horas cada 
um. Qual 6 a torneira que despeja mais dgua por hora? 

69. Porcentagem. Comprei uma casa por 72 500 cruzeiros. 
Algum tempo depois vendl-a com um lucro de 14%. Quanto ganhei? 
Quanto recebif 

Em primeiro lugar vejamos o que significa a expressao 14%. 

Esta expressao, que se le 14 por cento, significa que em cada 100 
ganhei 14. Por exemplo, se eu comprei um reldgio por 100 cru- 
zeiros e depois o vend! com 14% de lucro, quer isto dizer que, 
pelo meu re!6gio, recebi 100 cruzeiros + 14 cruzeiros. 
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Portanto, para resolver o probiema acima, e bastante modi- 
ficar o seu enunciado, dando-lhe a forma de um probiema de regra 
de tres. 

Sobre 100 ganhei 14 ; sobre 72 500 cruzeiros quanto ganhei ? 
■n f 100 14 1 . • . 100 : 72 500 : : 14 : x 


72500 xf 


72500 X 14 


x = 10 150 


Resposta. Ganhei 10150 cruzeiros e recebi pela casa 72 500 
cruzeiros + 10150 cruzeiros, isto e, 82650 cruzeiros. . 

O probiema proposto tem duas perguntas : quanto ganhei e 
quanto recebi. Para resolve-lo, calculamos primeiramente quanto 
ganhei e, em seguida, somamos o lucro com a quantia que eu 
tinha pago pela casa. 

Entretanto,, poderiamos calcular, em primeiro lugar, quanto 
recebi pela casa, sem calcular o lucro que tive neste negocio. 

Se eu vend! a casa, com 14% de lucro, quer isto dizer que, 
em cada 100, ganhei 14. Portanto, recebi 114 pelo que me custou 
100. Ora, 

Se recebi 114 pelo que me custou 100, quanto recebi pelo que me 
custou 72 500 cruzeiros? 


100 114 

72 500 x 


•. 100 : 72500 : : 114 : * 


72 500 X 114 


•. x = 82 650 


Resposta. Recebi pela casa 82 650 cruzeiros. 


Calcular : 

1. 1% de 100 cruzeiros j 

2. 3% de 200 cruzeiros j 

3. 5% de 400 cruzeiros i 


Exercicios orais 

4. 1 % de 200 francos 

5. 5% de 300 dolares 

6. 4% de 600 libras 


7. 3% de 50 cruzeiros 

8. 2% de 80 cruzeiros 

9. 5% de 160 cruzeiros 
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10. Comprei um reldgio por 500 cruzeiros e vendi-o com um lucro de 
6%. Quanto ganhei ? Quanto recebi ? 

11. Um colegio tem 100 alunos ; foram reprovados 8 ; quantos % 
foram reprovados? 

12. Uma companhia de 300 homens perdeu 60 em combate. Quantos 
% morreram? Quantos % se salvaram? 

13. De uma classe com 50 alunos foram aprovados 42 ; quantos % 
foram reprovados? 

14. Um negociante quer ganhar 12% s6bre um artigo que lhe custou 
200 cruzeiros. Por quanto deve vendAlo? 

15. O caf6 em grao, depois de torrado, perde 18% de seu peso. A quanto 
se reduzem 400kg de cafd em grao, depois de torrado? 

16. As beterrabas dao 15% de seu peso, em agucar. Quantos kg de 
agticar podemos extrair de 600kg de beterrabas? 

17. Um chapeu de 50 cruzeiros 6 vendido com um abatimento de 10%, 
por ter um pequeno defeito. Quanto se pagard por este cbapdu ? 


70. Definigoes. Um segundo ano ginasial tem 50 alunos. 
No fim do ano sao aprovados 42 e reprovados 8. A razao (§53) 
entre o numero de aprovados e o numero de matriculados e 42 -j- 50 
ou 42 /s o ; entre o numero de reprovados e o de matriculados 
e 8 -4- 50 ou 8 /so. - J ' 

f alunos aprovados _ 42 


Portanto, 


alunos matriculados 50 

alunos reprovados 8 


alunos matriculados 50 


Multiplicando os dois termos de cada uma das fragoes acima, 
por 2, teremos : 


alunos aprovados _ 42 _ 84 
alunos matriculados 50 100 


0,84 = 84% 


alunos reprovados 
alunos matriculados 


8 _ 

50 


loo - °’ 16 - 16 % 


E diremos que, em relagao a este segundo ano ginasial, a taxa 
de porcentagem de aprovagao e 84 e a de reprovagao 6 16. 

O numero de matriculados, isto 6, 50, 6 chamado principal; 
o numero 84 ou o numero 16, das expressoes 84% e 16%, 4 cha- 
- mado taxa de porcentagem; o mimero de aprovados ou de 
reprovados, isto 4, 42 ou 8, e chamado porcentagem. 
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Quanto as expressoes 84% e 16% nao tem nome particular ; 
sao lidas 84 por cento e 16 por cento e significam : 

f 84 em cada 100 1 ou / 0,84 de 
\ 16 em cada 100 J \ 0,16 de 

Porcentagem e o resultado que se obtem, quando se calculam 
uns tantos por cento ou uns tantos centesimos de uma 
quantidade qualquer. De acordo com o problema proposto, a por- 
centagem 6 tambem chamada desconto, abatimento, lucro, prejuizo, 
comissao, rendimento, renda, etc.. 

Principal e a quantidade da qual se pede a porcentagem. Quan- 
do o principal 6 dinheiro, da-se-lhe o nome de capital. 

Taxa tie porcentagem, ou simplesmente taxa, 6 a porcen- 
tagem de um principal ou capital jixo. fiste principal fixo e 100. 

71. Calculo da porcentagem. Um col^gio tinha, em 1931, 
cerca de 720 alunos matriculados no curso ginasial. No jim do ano 
letivo, a aprovagao joi de 95%. Quantos alunos joram aprovados? 

D { I 00 95 ] . ' . 100 : 720 : : 95 : a: - 

1 720 x J 



x 


95 X 720 
100 


684 


Resposta. Foram aprovados 684 alunos. 


Exercicios. Serie XXVIII 

1. Comprei um automovel por 8 650 cruzeiros e, algum tempo depois, 
vendi-o com um lucro de 14%. Quanto recebi? 

2. O capital inicial de uma empresa 6 de 8 milhoes de cruzeiros. Ao 
cabo de um ano verifica-se que os lucros obtidos representam 24% deste ca- 
pital. A diretoria da empresa resolve, entao, distribuir em esmolas 30% de 
seus lucros. Em quanto importam estas esmolas? 

3. Um negociante comprou it vista mercadorias no valor de 15 400 
cruzeiros. Tendo conseguido um desconto de 4%, quanto pagou pelas merca- 
dorias ? 

4. A passagem do Rio a Sao Paulo, em primeira classe, custa Cr.$64,40. 
Os menores de 12 anos pagam meia passagem. Um casal com 5 filhos, dos 
quais 2 sao menores de 12 anos, necessitando fazer esta viagem, ida e volta, 
consegue uma redugao, nas passagens, de 35%. Em quanto importam os 
bilhetes necess&rios ? 




5. O superfosfato de cal contain 14% de seu peso em dcido fosforico. 

Um kg de 4cido fosforico custa 3 cruzeiros. Quanto custarao 4200kg de 
superfosfato de cal? 

6. Um negociante comprou 135 bois a 96 cruzeiros cada um. Tendo 
pago it vista, fizeram-lhe um abatimento de 8% s6bre a import iincia total a 
pagar. Morreram 22 bois e os restantes foram vendidos a 115 cruzeiros cada 
um. O negociante ganhou ou perdeu? Quanto? 

7. Comprei tr£s pegas de seda, medindo respectivamente 32,5m, 40,8m 

e 45,2m, a 15 cruzeiros o metro. Pagando a vista, tive um desconto de 6%. 

Por quanto hei de vender cada metro para realizar um lucro de 25% sobre 
o custo liquido desta sfkla? 

8. Comprei um terreno com 456m de comprimento por 248m de lar- 
gura, & razao de 12 cruzeiros o metro quadrado. Por quanto hei de vender,',,,, 1 
cada are deste terreno, para realizar um lucro de 18% sdbre o prego de compra.w.T^Sfv 

9. Um cobrador de alugu6is tem uma comissao de 8 34% s6bre os 
alugu6is recebidos. Tendo recebido 54 000 cruzeiros de alugueis, durante o 
ano de 1 931, qual foi a sua comissao? '•■/ £ 3 O 3 vrv- 

10. Um grupo escolar tem 1 260 alunos. A taxa de porcentagem de 
freqiiencia, durante o mes de abril, foi de 92,35 por cento. Se o mes de abril 
teve 25 dias letivos, quantos alunos compareceram em media, e por dia, ao 
estabelecimento ? 

11 . Supondo que o caf<5 em grao, depois de torrado, perde 18 %% de 
seu plso, quantos quilos de cafe torrado darao 54kg de cafe em grao ? 

12. Um negociante comprou 200 sacas de cafe, pesando cada uma 60kg, 
a 250 cruzeiros o quintal metrico. Vendeu 2 /s deste cafe com um prejufzo de 
5%. Por quanto deve vender cada saca do cafe restante para ganhar 12% 
sobre todo o cafe? 

13. Quanto 6 X U% de 720 cruzeiros? 

14. Qual 6 a diferenga entre 5 34 % de 640 cruzeiros e 7 34% de 750 
cruzeiros ? 

15. Comprei 5,24m de seda a Cr..$ 34,60 o metro. Fizeram-me um des- 
conto de 5,25 %. Quanto paguei ? 

72. Prego Hquido. Entro numa chapelaria; vejo um cha- 
peu que me agrada e cujo prego, marcado no proprio chapeu, 

6 80 cruzeiros. Converso com o negociante e consigo um abati- 
mento de 10%, comprando, portanto, o chapeu por 72 cruzeiros. 

A esta quantia, 72 cruzeiros, damos o nome de prego liquido do 
chapdu, ou liquido a pagar pelo chap6u. 

Para calcular o prego liquido de uma mercadoria, pode-se 
calcular, em primeiro lugar, o desconto ou abatimento feito 
sobre o prego marcado, e diminuir este desconto ou abatimento, 
do mesmo prego. Entretanto, o prego liquido pode ser obtido 
diretamente, isto 6, sem calcular o desconto. 


! 
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Exercicio. Sdbre uma jatura (uma conta) de 3 640 cruzeiros, 
urn negociante jez um desconto de 15%. Qual e o liquido a pagar f 
O comprador conseguiu um desconto de 15%, isto 4, de 0,15 
da importancia da conta ; neste caso, ele deve pagar 0,85 ou 85% 
da importancia da mesma conta. ^ E’ necessario entao resolver o 
seguinte problema de regra de tres : 

Se, por 100 pago 85, por 3 640 cruzeiros quanto pagarei? 


100 85 

3 640 x 


100 : 3 640 : : 85 : x 


3640.X 85 , 3094 
100 

Resposta. O liquido a pagar pela fatura apresentada e de 
3094 cruzeiros. 

Exercicios. Serie XXIX 

1. Em um combate, um batalhao de 640 homens perdeu 35% do seu 
efetivo. Quantos soldados sobreviveram ? 

2. Um criador tinha 7400 cabcgas de gado. Uma moEstia qualquer 
dizimou 48% dos seus rebanhos. Quantos animais sobreviveram? 

3. Comprei mercadorias no valor de 7548 cruzeiros. Pagando k vista, 
consegui um desconto de 7 V>%- Quanto paguei pelas mercadorias compradas t 

73. Calculo da taxa. Em uma jatura de 420 cruzeiros, jize- 
ram-me um desconto de 6a cruzeiros. Qual joi a taxa combinada para 
o desconto f 

Este problema pode ser resolvido com uma regra de tr6s. 

Em uma jatura de 420 cruzeiros jizeram-me um desconto de 
63 cruzeiros ; em uma jatura de 100, qual seria o desconto f 


/ 420 

1 100 


: 63 : x 


100 X 63 


= 15 


Resposta. Se o desconto em 100 e 15, a taxa de desconto 
e 15%. 
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Exercicios. Serie XXX 

1. Comprei por 12 cruzeiros um objeto de 15 cruzeiros. Qual foi a taxa 
de desconto? 

2. Vendi por Cr.$ 1581,20, o que me custou Cr.$ 1 340,00. Qual foi 
a taxa de porcentagem do lucro ? 

%3. Comprei um cavalo por 2 350 cruzeiros e vendi-o com um prejufzo 
de 564 cruzeiros. Qual foi a taxa de porcentagem do prejufzo? 

4. Uma resma de papel tem 20 maos, cada mao 5 cadernos e cada ca- 
derno 5 folhas. Um negociante eompra uma resma deste papel por Cr.$ 37,50 
e vende cada folha a 10 centavos. Qual 6 a taxa de porcentagem do lucro ? 

5. Um negociante comprou 120 pacotes de velas por 480 cruzeiros. 
Estando 10 pacotes estragados, cada um destes foi vendido por % do prego 
de eompra. Tendo vendido os outros a Cr.$ 5,25, qual foi a taxa de porcen- 
tagem do lucro? 

6. Comprei 60 metros de seda por 1260 cruzeiros. Vendi 18 metros 
com um lucro de 22%. Os metros restantes foram vendidos de uma so vez 
por Cr.$ 1 031, 94. Qual foi a taxa de porcentagem do lucro nesta venda ? E na 
venda de toda a pega? |*f% 

X 7. Um terreno com 156 metros de comprimento por 95 metros de lar- 
gura foi comprado a 3 600 cruzeiros o hectare e vendido a 42 cruzeiros o are. 
Qual foi a taxa de porcentagem do lucro ? 

74. Calculo do principal. Um joalheiro vende um anel por 
406 cruzeiros, com um lucro de 16%. Qual e o custo deste anel? 

Este problema pode ser resolvido com o auxllio da regra de 
tres. Suponhamos que o joalheiro eompra o anel por 100 cruzeiros. 
Se quiser vende-lo com um lucro de 16%, devera, vende-lo por 
116 cruzeiros. E diremos : 

Se a um prego de venda igual a 116, corresponds um prego de 
custo igual a 100, a um prego de venda igual a '406 cruzeiros, que 
prego de custo corresponded? 

D f 116 100 1 . 116 : 406 :: 100 : x 

l 406 x J 


406 X 100 


x - 350 


Resposta. O custo do anel e 350 cruzeiros. 


Exercicios. S6rie XXXI 

1. Vendendo o meu automdvel por 10200 cruzeiros, perdi 25% da 
custo do mesmo.^ Por quanto tinhaeu comprado £ste automdvel ? 
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2. Una empregado de uma casa comercial, tendo direito a 8% das 
vendas por ele realizadas durante o ano, recebe, no fim do ano, a sua comis- 
sao de 7200 cruzeiros. Quanto vendeu ele durante o ano? 

3. Vend! um relogio por 320 cruzeiros, com um lucro de 24%. Por 
quanto tinha eu comprado este reldgio? 

4. Paguei Cr.$ 566,80 por uma fatura sobre a qual me fizeram um 
desconto de 8%. Qual era a importancia desta fatura ? 

5. Um ex4rcito entrou em combate. Perdeu 36% do seu fefetivo e 
sobre viveram 11 520 soldados. De quantos homens se compunha 6ste ex4r- 
cito ? 

6. Supondo que 30% da populagao de uma cidade seja constitufda 
de estrangeiros, e que os nacionais sao 560 000, qual 6 a populagao desta cidade ? 

7. A populagao de uma cidade 4 de 445 300 habitantes. Qual era a sua 
populagao hd 10 anos, sabendo-se que, durante cstes 10 anos, ela aumentou 
de 22% ? 

8. Um negociante mistura 80 litros de vinho com 12 litros de dgua. 
Qual 4 a porcentagem de dgua que esta mistura eontfim ? 

Solugao. A mistura tern 92 litros. Se 92 litros da mistura contem 12 
litros de dgua, 100 litros da mistura quantos litros de dgua conterao? 


92 : 12 :: 100 : x .'. * = 12 . • . * = 13 1 

Resposta. A porcentagem de dgua 4 de 13 — %. 

Ziij 


9. Misturam-se 84 litros de dicool com 24 de dgua. Qual 4 a porcen- 
tagem de dicool que esta mistura cont4m ? 

10. Em um col4gio hd 360 brasileiros e 42 estrangeiros. Qual 4 a por- 
centagem dos estrangeiros? 

11. Ligam-se 120g de ouro com 25g de cobre. Qual 4 a porcentagem 
de ouro que esta liga cont4m? 

12. Dissolvem-se 3 litros de sal em 52 litros de dgua. Qual 4 a porcen- 
tagem de sal que esta mistura cont4m ? 

13. Tenho duas dguas salgadas. A primeira cont4m 24 litros de dgua 
e 3 litros de sal ; a segunda cont4m 50 litros de dgua e 7 litros de sal. Qual 
4 a dgua mais salgada ? Qual 4 a porcentagem de sal em cada dgua ? 




75. Formulas. Todos os problemas resolvidos nos para- 
grafos anteriores podem ser resolvidos com o auxllio de formulas. 

Estas sao muito uteis na vida pratica. O empregado de uma casa 
comercial, sendo encarregado de calcular descontos em faturas 
pagas a vista, nao pode perder tempo em raciocinar sobre o pro- tv 
blema que lhe 6 apresentado, armar a regra de tres, etc., etc. ; 
ele tern necessidade de uma formula, a qual lhe permita resolver 
rapidamente o problema que lhe 4 proposto muitas v4zes no 
decorrer de um mesmo dia. 
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0 estudante, por4m, deve raciocinar, resolvendo todos os 
problemas de um modo direto, isto 4, raciocinando s6bre cada 
um d41es. O fim principal da Matematica 4 o desenvolvimento 
do raciocinio ; para conseguir este fim, professores e alunos deve- 
rao evitar, tanto quanto possfvel, at4 certo ponto, o emprego de 
fdrmulas. Entretanto, o estabelecimento de formulas 4 um dtimo 
exerdcio tedrico, que nao podemos dispensar num curso secun- 
dario. 

Para estabelecer as fdrmulas de porcentagem, vamos recor- 
rer ao calculo literal, isto 4, substituir os numeros por letras. 
O principal ou capital sera representado pela letra c, a laxa de 
porcentagem pela letra i, a porcentagem pela letra p e o prego 
liquido de uma mercadoria qualquer pela letra l. 

7&+ Formula para calcular a porcentagem. Para esta- 
belecer esta formula, resolveremos o seguinte problema : 

Comprei mercadorias cujo valor 4 c. Tendo pago 4 vista, 
fizeram-me um desconto de i%. Calcular o desconto. 



A fdrmula A nos permite calcular uma porcentagem, quando 
sSo dados o principal e a taxa ; ela significa que : 

Para calcular uma porcentagem, um desconto, um abatimento, 
uma comissao, um lucro, um prejulzo, uma renda, etc., mul- 

tiplica-se o principal pela taxa, e divide-se o produto por 100. 


Na pratica, 4 conveniente, as v4zes, dar & formula A a 
seguinte forma : 


c 



X i 


(B) 


A formula B 4 preferlvel, quando a taxa 4 fracionaria. Por 
exemplo, qual sera o abatimento que se deve fazer em uma fatura 
de 345 cruzeiros, sendo a taxa de 7J^%? 

v = H x Y = CrJ 25}87 
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77. Formula para calcular um prego liquido. Entrei 
numa joalheria, vi um relogio que me agradou e cujo prego era 
c. 0 negociante vendeu-me o relogio com um abatimento de i%. 
Quanto paguei pelo reldgio? 

Para estabelecer uma formula que nos permita resolver de 
pronto este problema, 6 necessario fazer o raciocinio seguinte: 
Sendo o desconto igual a i, eu pagarei 100 -i pelo que me 
custar 100. Ora, se pelo que me custa 100, eu devo pagar 100 - i, 
quanto devo pagar pelo que custa c? 

D 1 10° 100 ” * j . • . 100 : c : : 100 - i : l 

c(100 - i) 

l = loo - <C) 



A fbrmula C significa que : 

Para calcular o prego liquido de um objeto qualquer, vendido ou 
comprado com desconto, ou para calcular o liquido de uma jatura' 
sobre a qual se jaz um desconto qualquer, multiplica-se o prin- 
cipal pela diferenga entre 100 e a taxa, e divide-se o pro- 
duto por 100. 

Na prdtica conv&n, 4s vezes, dar a formula C a seguinte 

forma; r 

i = TQo X(100_i) (D) 

Esta fdrmula 6 preferlvel quando a taxa e fracionaria. Por 
exemplo, quanto se pagara por uma fatura de 345 cruzeiros, sobre 
a qual se faz um desconto de 7J4%? 

!=^|x(l°°-^) =Cr.*318,12 


78. Formula para calcular um prego de venda. Um 

negociante tem uma mercadoria que lbe custou c. Por quanto 
I 1 deve vende-la, para ganhar i% sobre o prego de custo ? 

I Seja v o prego de venda, e fagamos o seguinte raciocinio , 

■in 


91 
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Se uma mercadoria que custa 100, deve ser vendida por 
100 + i, uma outra que custa c, por quanto deve ser vendida ? 


D J 100 100 + i 

1 c v 


100 : c : : 100 + i : v 


c(100 + i) 


A formula E significa que : 

Para calcular o prego de venda de um objeto qualquer, sdbre 
o qual se quer ganhar i%, multiplica-se o prego de custo por 100 + i, 
e divide-se o produto por 100. 

Quando a taxa 6 fracionaria, convdm dar a formula E a 
seguinte formas 

y = T^o x (10 ° + (F) 

Exemplo. Qual sera o prego de venda de um artigo que custa 
324 cruzeiros, se o negociante quiser ganhar sdbre ele 7J^%? 

324 / 1 5\ 

v = io^ x \ 100 + y) = Cr-$ 348,30 


Exercicios. Serie XXXII 

1. Vendi um automovcl por 8 568 cruzeiros. Neste negdcio perdi 32% 
do custo do automdvel. Quanto tinha eu pago pelo mesmo ? 

2. Comprei fazendas no valor de 25 000 cruzeiros. Vendi 84% desta 
fazenda com 15 M% de lucro, e o restante pelo custo. Quanto ganhei? j #%? 

3. Um col6gio tem 312 alunos internos, e os externos representam 48% jr 
do nflmero total de alunos. Quantos alunos tem este col6gio? 

4. Um caixeiro viajante tem uma didria de 25 cruzeiros e uma comissao 
de 8% sobre as vendas realizadas. Sua despesa didria 6 de 32 cruzeiros. Tendo 
economizado 1 260 cruzeiros em um mes, quanto vendeu durante este mes ? 

5. O cafe fino perde na torragao 15% de seu pfiso. A manipulagao de 
uma arroba (15kg) de caf6 em p6, custa 12 cruzeiros. Se o torrador compra 
eaf<$ fino a 3 cruzeiros o kg, qual serd para ele o custo del kg de p6 de caf4? 

E por quanto deverd vende-lo para ganhar 20% do custo ? 

79. Divisao em partes diretamente proporcionais. Dois 

meninos, cujas idades respectivas sao 5 e 7 anos, recebem de seu 
pai um presente de 120 cruzeiros. Entretanto, esta quantia nao 
# para ser repartida em partes iguais pelos dois meninos ; deve ser 


l 


I 
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repartida em partes proporcionais ds idades dos mesmos, isto e, aos 
numeros 5 e 7. Como resolver este problema? 

Repartir 120 cruzeiros em partes proporcionais, ou sim- 
plesmente, proporcionais aos numeros 5 e 7, 4 repartir esta quan- 
tia em duas porgoes tais que, dividindo a primeira por 5 e a se- 
gunda por 7, os dois quocientes sejam iguais. Representando 
entao estas duas porgSes por x e y, teremos : 


5 7 

Aplicando a esta proporgSo a segunda propriedade das pro- 
porgdes ( § 62), teremos : 

x + y : 5 + 7:: Z 3 '-' 5 ] 

l y : 7 / 

E, lembrando que x + y = 120 cruzeiros, resulta : 

x = ^120 = 60 

120 : 12 : : / * : 5 1 


x : 5 


V : 7 


- 50 


7 X 120 


= 70 


O menino mais mogo recebe 50 cruzeiros e o mais velho, 70. 

Dividir urn numero em partes diretamente proporcionais a 
dois numeros dados, e dividi-lo em duas partes tais que, divididas 
respectivamente por &stes mesmos numeros , os quocientes sejam 
iguais. 

Vamos agora estabelecer f6rmulas para resolver este pro- 
blema. 

Seja N um numero que se quer dividir em duas partes 
proporcionais aos numeros a e b. Representando as duas partes 
por x e y, teremos : 

T “ X • • x + y : a + b , > ■ ■ 


N : a + b ! x 1 a ] ■ 
\y :bj ' 


Na 
a + b 
Nb 
a b 
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Aplicagao. Dividir 910 cruzeiros em partes proporcionais aos 
numeros 7 e 13. 

Chamando x e y as duas partes pedidas e aplicando as f6r- 
mulas A e B, teremos : 


910 X 7 
7 + 13 


910 X 13 
7+13 


910 X 7 


. • . x = 45,5 X 7 . • . x = Cr.$ 318,50 


910 X 13 


. • . y = 45,5 X 13 . • . y = Cr.$ 591,50 


Exercicios. S6rie XXXIII 

1. Dividir o ndmero 500 em partes proporcionais aos ndmeros 21 e 29. 
\ 2. Dividir o ndmero 1 260 em partes proporcionais aos mimeros 12 e 23. 
3. Dividir 50 em partes proporcionais its fragoes 2/3 e 3 / 4 . 


Solugao. 


x: Y ::y: J 


Multiplicando os consequentes por 15, m.m.c. dos denominadores, te- 
remos : 

2X15 4X15 . _ _ . 


. ' . x : 10 :: y : 12 


x : 5 :: y : 6, etc.. 


4. Dividir 60 em partes proporcionais aos ndmeros 0,3 e 1,2. 

Solugao. x : 0,3 :: y : 1,2 

Multiplicando os consequentes por 10, para suprimir as virgulas, te- 
remos : 010 . , 

x : 3 :: y : 12 . . x : 1 :: y : 4, etc.. 

5. Dividir 120 em partes proporcionais aos mimeros 334 e 4 V 3 . 

6 . Dividir 200 em partes proporcionais aos mimeros 7 /s e 1,5. 

7. Dividir o mimero A em partes proporcionais aos mimeros men. 

80. Divisao em partes proporcionais a tres numeros 
dados. Uma escola rural tem tres classes; o primeiro ano com 
25 alunos, o segundo com 20 e o terceiro com 15. A professora 
desta escola recebe 300 laranjas para reparti-las pelas classes, 
porem em partes proporcionais ao numero de alunos de cada classe. 
Como efetuar esta distribuigao ? 
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As tres porg5es devem ser tais que, divididas respectivamente 
pelos ndmeros 25, 20 e 15, os quocientes sejam iguais. Repre- 
sentando as tres porgoes por x, y e z, teremos : 


Temos tr6s razoes geom^tricas iguais. Aplicando a este 
grupo de razoes iguais a tereeira propriedade das proporgoes ( § 62) 

teremos : f x : 25 

x + y 4" 2 25 + 20 4- 15 c : < y : 20 

2 : 15 


E, lembrando que x + y + z — 300, resulta : 

' x : 25 | f x = 125 

300 : 60 : : \ y : 20 f • ‘ • \ y = 100 
2 : 15 - z = 75 

O primeiro ano recebe 125 laranjas ; o segundo, 100 ; o ter- 

ceiro, 75. ... 

Dividir um numero em partes diretamente proporcionais a tres 
numeros dados, e dividi-lo em tres partes tais que, divididas respecti- 
vamente por estes tres numeros, os quocientes sejam iguais. 

Este problema tamb^m pode ser resol vido por fdrmulas. 

Seja N um numero que se quer dividir em tr£s partes pro- 
porcionais aos numeros a, b e c. Representando estas tres partes 
por x, y e z, teremos : 


— . \ x + y + z 


x 

a + b + c : : < y 
. z 


x : a 
v : b 


X = 

Na 

(C) 

a + 6 + c 

y = 

Nb 

a + b + c 

(D) 

z = 

Nc 

a h jr G 

(EJ 


H 
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Aplicagao. Repartir 7200 cruzeiros em partes proporcionais 
aos numeros 12, 13 e 15. 

Chamando x, y e z as tres partes pedidas, e aplicando as for- 


mulas, C, D e E, teremos : 



7200 X 12 

l 

1 

7200 X 13 

i 

1 

7200 X 15 

p , 

* ~ 12 + 13 + 15 

I 

I 

1 

V ~ 12 + 13 + 15 

1 

1 

12+13+15 

7200 X 12 

1 

| 

7200 X 13 

1 

1 

- 7200 X 15 

x ~ 40 

1 

1 

V ~ 40 

1 

1 

1 

** 

II 

0 

x = 2 160 cruzeiros 

1 

1 

y = 2 340 cruzeiros 

1 

1 

z = 2 700 cruzeiros 


Exercicios. Serie XXXIV 

1 . Dividir 9460 cruzeiros em partes proporcionais aos ndmeros 11, 13 

e 19. ;• 1 

2. Dividir o ndmero 11550 em partes proporcionais as fragoes — > 
111 Z 
3’ 4 6 5’ 

Solugao. Representando as quatro partes por x, y, z e t, teremos : 


x : 2 " V : 3 " Z : 4 " : 5 

Multiplicand o os consequentes por 60, m.m.c. dos denominadores, teremos: 
x : 30 :: y : 20 :: z : 15 :: t : 12, etc.. 

3. Dividir o ndmero 5000 em partes proporcionais aos ndmeros—, 

3 4 3 

4 G 5' 

4. Dividir 200 metros de fazenda em tres partes cujos comprimentos 

sejam proporcionais aos ndmeros 1,5m, 2,4m e 3,6m. 3 

5. Dividir 80 laranjas em duas porgoes tais que uma seja igual a — 
da outra. 

Solugao. Representa-se a primeira porgao pelo ndmero lea segunda 
3 

pelo ndmero — > e divide-se 80 em duas partes proporcionais aos ndmeros 

1 1 

1 e 5 

Pode-se tarnb6m representar a primeira porgao por um ndmero divi- 
slvel por 5, por exemplo, pelo ndmero 20 ; neste caso, a segunda porgao serd 

3 

representada por um ndmero igual a -jr de 20 ; isto 6, pelo ndmero 12. E 
divide-se 80 em duas partes proporcionais aos ndmeros 20 e 12. 
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O mais simples 4 representar a primeira porgao por 5, a segunda por 3, 
e dividir 80 em partes proporcionais aos numeros 5 e 3. 

6. Dividir 450 cruzeiros em tres partes tais que a segunda seja a me- 
tade da primeira, e a terceira seja um tergo da segunda. 

Solugao. Supondo que a primeira porgao seja 1, a segunda sent — e 

111 z 
a terceira serd — de —> isto 6 — ■ E divide-se 450 cruzeiros em partes pro- 

O a O 

porcionais aos ndmeros 1, e ou 6, 3 e 1. 

7. Dividir 540 cruzeiros em tr£s partes tais que a primeira e a terceira 

7 

sejam iguais, e a segunda seja igual a — da terceira. 


8. Trfis sitiantes alugaram um pasto de 5 alqueires, pagando anual- 
mente 350 cruzeiros por hectare. O primeiro p6s neste pasto 85 bois, o segundo 
75, e o terceiro 40. Qual deve ser a contribuigao anual de cada sitiante? (*) 

9. Trfis empregados foram gratificados com 4 920 cruzeiros e reparti- 
esta quantia em tres partes tais que a primeira estd para a segunda, assim como 
2 estd, para 5, e a segunda estd para a terceira, assim como 3 estd para 4. Quanto 
recebeu cada um ? 

Solugao. Representando as tres partes por x, y e z, e necessdrio que elas 
satisfagam its seguintes igualdades : 



Suponhamos x — 6 ; 

6 2 
3= ' __ t 

y 5 
y = 15 


neste caso, teremos : 

! jl = A - 

i z 4 

15 _ _3_ 

I z 4 



Portanto, sendo x = 6, y serd igual a 15 e z serd igual a 20. E a soma 
das tr£s partes x, y e z, devendo ser igual a 4 920 cruzeiros, 6 bastante dividir 
esta quantia em partes proporcionais aos numeros 6, 15 e 20. 

Observagao. Conv6m notar que fizemos x = 6, isto d, igual ao pro- 
duto dos numeradores 2 e 3 das proporgoes (A). 

10. Tenho 4 pegas de seda. O comprimento da primeira estd para o da 
segunda, assim como 2 estd para 3 ; o da segunda estd para o da terceira, 
assim como 4 estd para 7 ; o da terceira estd para o da quarta, assim como 
3 estd para 5. O comprimento das 4 pegas 6 de 402,8m. Qual 6 o comprimento 
de cada uma? 

11. Tres irmaos recebem uma heranga de 680 000 cruzeiros. Pagam 
5 34% de impostos e repartem o restante em trfis partes tais que a primeira estd 


(*) Considerar o alqueire com 5 000 bragas quadradas. 
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para a segunda, assim como 4 estd para 5, e a segunda estd para a terceira, 
assim como 5 estd para 8. Qual 6 a parte de cada um? 

12 . Uma pega de fazenda foi repartida em tres porgSes cujos compri- 
mentos sao proporcionais aos numeros — > — - e A segunda porgao tem 

17 metros mais que a primeira. Calcular o comprimento da pega e o de cada 
porgao. 12 5 

Solugao. x : — y : — z : — . ■ . s : 3 :: y : 4 :: z : 5 

Se a segunda porgao tem 17 metros mais que a primeira, segue-se que 
y = x + 17. Portanto, 

x : 3 :: x + 17 : 4 . ' . 3(x + 17) = 4x . • . 3x + 51 <= 4x .-. 

x = 51 e y = 68 
Para calcular z temos dois caminhos a seguir. 


x : 3 :: z : 5 
51 : 3 :: z : 5 
z = 85 


y : 4 :: z : 5 
68 : 4 :: z : 5 
z = 85 


Resposta. As tres porgoes medem 51m, 68m e 85m, e o comprimento 
total da pega 6 de 204 metros. 

13. Tres irmaos receberam uma heranga e a dividiram em partes pro- 

13 

porcionais aos numeros 2, 1 — e — • O primeiro recebeu 324 000 cruzeiros. 

Calcular a parte de cada um e o total da heranga. 

14. Uma porgao de laranjas foi distribuida em tres porgoes proporcionais 
aos numeros 2, 5 e 8. A terceira porgao tem 78 laranjas mais que a primeira. 
Quantas laranjas tem cada porgao ? Qual 6 o numero total de laranjas ? 


81. Divisao em partes inversamente proporcionais. 

Dividir um numero quaiquer em partes inversamente propor- 
cionais a dois numeros dados, e dividi-lo em partes diretamente 
proporcionais aos redprocos distes dois numeros dados. ( § 64) 

Por exemplo, dividir 60 em duas partes inversamente propor- 
cionais aos numeros 3 e 5, 6 o mesmo que dividir 60 em duas partes 


diretamente proporcionais aos numeros — e — 

3 5 


E’ o que vamos 


mostrar. Sejam x e y as duas partes que devem ser inversamente 
proporcionais aos numeros 3 e 5. Entao os numeros x e y, 3 e 5 
formam uma regra de tres simples e inversa, isto 6, 




: 3 (§65) 
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Dividindo os dois termos da segunda razao pelo produto 
3 x 5, e simplificando, resulta : 

5 3 11 


X : y :: 3X5 ' 3X5 '■ 


x:y:: T : T 


Donde se conclue que x e y, sendo inversamente proporcio- 
nais aos numeros 3 e 5, sao diretamente proporcionais aos numeros 

— e — > que sao os reclprocos dos numeros 3 e 5. 

3 5 

De um modo geral, seja n um numero que queremos dividir 
em duas partes x e y, inversamente proporcionais aos numeros 
a e b. Teremos : 

i { ! I x : y : a 


x : y : 


a X b ' a Xb 


x : y 


1_ _ 
a ' b 


x 

Portanto, a regra de tres simples e mversa ^ | 

i y -4- 

pode ser substituida pela regra de tres simples e direta, 

f ! 1 t 1 


Exercicios. S4rie XXXV 

1. Dividir 234 em partes inversamente proporcionais aos ndmeros 4 e 5. 

„ , 1 1 . 

Solugao. x : — :: y : -jr> etc.. 

2. Dividir 627 em partes inversamente proporcionais aos numeros 3 e 8. 

3. Dividir 1014 cruzeiros em tres partes inversamente proporcionais 

aos ndmeros 2, 3 e 4. 

1 11, 

Solugao. x : — ::y :: z>:—> etc.. 

4. Dividir 4075 em quatro partes inversamente proporcionais aos nd- 
meros, 3, 5, 7 e 10. 
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5. Dividir 30 000 cruzeiros em quatro partes inversamente proporcio- 

, 1111 
nais aos ndmeros — > — > — - e —• 

3 4 5 8 

\ 6. Dividir 82000 cruzeiros em tres partes inversamente proporcionais 
13 

aos ndmeros 2— > — ■ e 1,5. 
z o 

\ 7. Tres irmaos receberam uma heranga de 200000 cruzeiros para ser 
repartida em partes inversamente proporcionais as suas idades, isto 4, 20, 
15 e 10 anos. Quanto recebeu cada um ? 

\ 8. Distribui laranjas em quatro cestas cujos volumes sao inversamente 
proporcionais aos ndmeros 7, 5, 4 e 2. A segunda cesta contem 48 laranjas 
mais do que a primeira. Quantas laranjas contem cada' cesta? E as quatro? 

82. A drea do retangulo. Consideremos dois retangulos 
cujas bases sao iguais (5cm) e cujas alturas sao diferent^s. (3cm 
e 12cm) Desenhando-os em papel milimetrado, veremos que o 
maior contem 4 vezes o menor, isto e, a razao da area de dois 
retangulos, quando eles tem bases iguais, e igual d razao 
das alturas. 

Suponhamos agora que dois retangulos tem a mesma altura 
(5cm) e que as bases sao diferentes. (3cm e 12cm) Desenhando- 
os em papel milimetrado, veremos que o maior contdm 4 vezes 
o menor, isto e, a razao das areas de dois retangulos, quando 
eles tem alturas iguais, e igual a razao das bases. Em outras 
palavras : 

A s areas de retangulos com bases iguais sao proporcionais 
els alturas; as areas de retangulos com alturas iguais, sao pro- 
porcionais as bases. 

Observagao. Os estudantes devem desenhar todas as figuras indicadas 
neste pardgrafo, para que vejarn as conclusoes a que estamos chegando. 

Vamos agora desenhar dois retangulos R e R', o primeiro 
com 4cm de base e 3cm de altura, e o segundo com 8cm de base 
e 15cm de altura. Comparando os dois retangulos, obervaremos 
que : 

area retangulo R — 4cm X 3 cm = 12cm quadrados 
drea retangulo R' = 8cm X 15cm = 120cm quadrados 

R _ 12 . R 4X3 

R' 120 ' ' R' _ 8 X 15 
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Variando as dimensoes dos dois retangulos, chegaremos sempre 
as mesmas conclusoes, isto 6 : 

A razao das dreas de dois retangulos, com bases e alturas 
diferentes, e igual a razao dos produtos das bases pelas alturas. 


Exercicios em classe 

1. Dois terrenos retangulares medem respectivamente 12m X 5m e 
36m X 25m. Qual 6 a razao de seus comprimentos ? E de suas larguras ? E de 
suas dreas ? 

%2. Mesmas perguntas em relagao a dois retangulos que medem 4m X 3m 
e 32m X 15m. 

\3. Idem, em relagao a um quadrado cujo lado mede 5m e a um retan- 
gulo que mede 20m X 30m, 

\4. Um terreno retangular mede 10m X 8m e custa 300 cruzeiros. Quanto 
custard outro terreno tambdm retangular e que mede 30m X 16m? 

\5. Temos dois retangulos R e R'. O comprimento do segundo 6 o tri- 
plo do comprimento do primeiro, mas adargura do segundo 6 a quarta parte 
da largura do primeiro. Qual 6 a razao das dreas destes dois retangulos ? Se 
o primeiro vale 400 cruzeiros, quanto vale o segundo? 

Podemos agora estabelecer e demons trar, de um modo com- 
pletamente geral, o seguinte 

Teorema. .As dreas de dois retangulos sao proporcionais aos 
produtos das bases pelas respectivas alturas. 

Sejam s e s' as areas de dois retangulos R e R' cujas bases 
e alturas sao respectivamente b e h, b' e h'. Consideremos um 
terceiro retangulo R" cuja area 6 s", cuja base 6 b e cuja altura 
6 h'. Teremos : 

retangulo R j area s', base b, altura h. 

retangulo R' { area s', base b', altura h'. 

retangulo R" { area s", base b, altura h'. 

Os retangulos R e R" tem a mesma base ; portanto, suas 
Areas sao proporcionais as alturas, e teremos : 


s _ h 

7' ~ V 


(i) 


Os retangulos R' e R" tem a mesma altura ; portanto, suas 
areas sao proporcionais as bases, e teremos : 
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Dividindo, membro a membro, a igualdade (1) pela igual- 
dade (2), resulta : 

s w s" h b . s b X h 

7' X 7~~h' X V ■’ 7 ~ b'X h' 


Observagao. Se dois numeros a e a' sao proporcionais aos 
numeros b e b', assim como aos numeros c e c', entao eles sao 

proporcionais aos produtos be e b'c', isto 6, 

Cl 0 c 


Excrcicios. Sdrie XXXVI 

1. Dividir o numero 546 em duas partes que sejam proporcionais aos 
numeros 3 e 5 e aos numeros 4 e 6. 

Solugao. Sejam x e y as duas partes. Se x e y devem ser proporcionais 
aos ndmeros 3 e 5, e aos numeros 4 e 6, entao sao proporcionais aos produtos 
3 X 4 e 5 X 6, e podemos escrever 

x:3X4::y:5X6, etc.. 

2 . Dividir 4 180 em duas partes diretamente proporcionais aos numeros 
3 e 4, e inversamente proporcionais aos mimeros 5 e 6. 

Solugao. x : 3 X 4- :: y : 4 X 4-, etc.. 

5 b 

3. Dividir 11 950 em tr5s partes diretamente proporcionais aos numeros 

0 1 0 1 5 . . .. , 2 1 3 

2 — , 3 — , — e inversamente proporcionais aos numeros — , 1— e 2—. 

Jj o u O o 4 

Solugao. Reduzindo os mimeros dados a fragoes improprias, teremos: 

_5 10 ]>_. ± 11 

2’ 3 ® 6 ’ 5’ 3 ® 4‘ 

Representando por x, y e z as tres partes pedidas, teremos : 

55 10 3 5 4 

a:: T X -2 ::?/: ¥ X T ::3: '6 X U’ etC " 

4. Para construir uma parede com 15m de comprimento e 4m de altura, 
foi necessdrio que 7 operdrios trabalhassem durante um mes. Quantos oper4- 
rios seriam necessdrios para construir uma parede com 45m de comprimento 
e 12m de altura, tambem em um mes? 

Solugao. 7 operdrios 15m comprimento - 4m altura 

x „ 45m „ 12m „ 
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As duas turmas de operfcios, devenuo ser proporcionais aos comprimentos 
e hs alturas das duas parades, isto 4, aos miraeros 15 e 45, assim como aos 
ml nieros 4 e 12, podemos escrever * 

7 : 15 X 4 :: x : 45 X 12 
7 X 45 X 12 
X 15X4 

Resposta. Seriam necess&rios 63 operdrios. 

5 Para fazer 120m de seda, 3 operdrios trabalharam 12 dias, durante 
9 horas por dia. Quantos metros de seda fariam 5 operanos, em 10 dias, tra- 
balhando 8 horas por dia? 

Solugao. 120m 3 op. 12 dias 9 horas 

icm 5 op. 10 dias 8 horas 


Os dois comprimentos 120 e as, sendo diretamente proporcionais ao nd- 
mero de operdrios, ao numero de dias e ao numero de horas, segue-se que 120 
“x sao proporcionais aos numeros 3, 12 e 9, assim como aos ndmeros 5, 10 
e 8. E podemos escrever : 

120 : 3 X 12 X 9 :: x : 5 X 10 X 8, etc.. 

Observa S ao. Os exercicios 4 e 5 nos mostram que os problemas de regra 
de tres composta podem ser resolvidos com uma umca proporgao, fdcil de 
escrever. Suponhamos urn problema cujos dados sao_ os seguintes . 

N a b c d 

x a' b’ c' d' 

g e N e x sao diretamente proporcionais a todos os numeros que entram 
no problema, escreveremos : 

N : a X b X c X d :: x : o' X V X d X d' 

Suponhamos agora um problema cujos dados sao os seguintes : 

N a b c d e 

x a! b' c' d’ e> 

Se N e x sao inversamente proporcionais aos mimeros 5 c b’ assim como 
aos mimeros d e d’, e diretamente proporcionais aos outros, podemos esciever . 

• N:ox{xcx{xe::i:a'x|xc'x{,Xe' /. (A) 

„ T ace a'c'e' 

N: bd ::x: Vd ' 

Multiplicando os consequentes desta proporgao por bdb’d’, e simplifi- 
ed®, resulta : N . aceb , d , .. x . oWM 


m! 
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Esta ultima proporgao nos mostra que, em lugar da proporgao A, se 
pode escrever imediatamente : 

N : a X 5' X c X d' X e::x: a' Xb Xc’ X d X e' 

Os estudantes devem resolver por este processo os problemas 1 a 15 
do § 68, s4rie .XXVII. 

83. Regra de sociedade. Dois ou mais individuos se as- 
sociam para negociar em cafe, algodao, fazendas, etc.. Ao cabo 
de um ano ganham 120000 cruzeiros. Se os diferentes socios en- 
traram a negociar com capitais iguais, isto 6, se cada um deles 
entrou, digamos, com 50000 cruzeiros para o negocio, e se eles 
trabalharam durante o mesmo tempo, o lucro e dividido em par- 
tes iguais pelos associados. Entretanto, se entraram a negociar 
com capitais diferentes, nao e justo que os lucres sejam repartidos 
em. partes iguais ; com efeito, quern pos mais dinheiro na empresa, 
tern direito a maior lucro. Como dividir entao os lucros ? E’ este 
o problema ehamado regra de sociedade. 

Ha quatro casos a considerar : 

I. Os socios entram com capitais iguais e trabalham durante 
tempos iguais. Os lucros ou prejuizos sao distribuidos em 
partes iguais pelos socios. 

II. Os socios entram com capitais diferentes e. trabalham du- 
rante tempos iguais. Os lucros ou prejuizos sao distribuidos 
em partes proporcionais aos capitais. 

III. Os socios entram com capitais' iguais e trabalham du- 
rante tempos diferentes. Os lucros ou prejuizos sao distri- 
buidos em partes proporcionais aos tempos. 

IV. Os socios entram com capitais diferentes e trabalham 
durante tempos diferentes. Os lucros ou prejuizos, devendo ser 
proporcionais aos capitais e aos tempos, sao proporcionais aos 
produtos dos capitais pelos tempos. 


Exercicios. Serie XXXVII 

1. Tress individuos, A, B e C, associaram-se respectivamente com 12 000 
15 000 e 23000 cruzeiros. Ao cabo de um ano ganharam 60000 cruzeiros. 
Distribuiram 10% dos lucros aos empregados, como gratifieagao. Quanto 
ganhou cada soeio ? 

2. Quatro pessoas organizaram uma empresa comereial, entrando res- 
pectivamente com 100 000, 120 000, 150 000 e 230 000 cruzeiros. Ao cabo de 
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um ano ganharam 600 000 cruzeiros. Desta quantia deduziram 12% para o 
pagamento de impostos e 13% para gratificagoes aos empregados. Quanto 
ganhou cada sdcio? 

3. Antonio comegou a negociar em l.° de Janeiro de 1 931, com um capital 
de 12000 cruzeiros. Em l.° de maio do mesmo ano associou-se com Carlos, 
o qual entrou com um capital de 15 000 cruzeiros. No fim do mesmo ano 
tinham ganho 24 000 cruzeiros. Quanto ganhou cada um ? Contar o ano com 
12 meses, de 30 dias cada um. 

\ 4. Tres individuos, A, B e C, formaram uma sociedade, entrando os 
tr£s com o mesmo capital. O primeiro trabalhou durante 12 meses ; o se- 
gundo retirou-se da firma ap6s 9 meses de trabalho ; o terceiro retirou-se da 
firma ap6s 7 meses de trabalho. Ao cabo de 12 meses, o primeiro verificou 
que os lucros da firma se elevavam a 45 000 cruzeiros. Qual foi o lucro de cada 
sdcio ? 

5. Em l.° de janeiro de 1928, Carlos comegou a negociar com um capital 
de 30 000 cruzeiros. No dia 20 de abril do mesmo ano, associou-se com Raul, 
que entrou com um capital de 40000 cruzeiros. Ganharam 106100 cruzeiros 
durante o ano. Qual foi o lucro de cada um? 

Nota. E’ neeessdrio considerar o ano com 365 dias e lembrar que o ano 
de 1928 4 bissexto. 

6. Seis oper4rios cavaram um fosso com 48,4m de comprimento, 5,2m 

de largura e 3m de profundidade, ganhando 5 cruzeiros por metro ctibico. 
O primeiro trabalhou 30 dias, o segundo 25 dias, o terceiro 22 dias, o quarto 
20 dias, o quinto 18 dias e o sexto 15 dias. Quanto ganhou cada um dos ope- 
rdrios ? _ 

7. Quatro individuos resolveram fundar uma fdbrica. O primeiro en- 
trou com 40 000 cruzeiros, o segundo com 50 000 cruzeiros, o terceiro entrou 
com tanto quanto os dois primeiros, e o quarto entrou com o edificio da fdbrica, 
avaliado em 70 000 cruzeiros. Ao cabo de um ano ganharam 65 000 cruzeiros. 
Tendo pago 5,5% desta quantia, em impostos, quanto ganhou cada um? 

N 8. Tres irmaos compraram uma fazenda por 730 000 cruzeiros. Ao 
cabo de um ano ganharam respectivamente 36000, 50000 e '60 000 cruzeiros. 
Com quanto entrou cada um dos tres irmaos para comprar a fazenda ? 

N 9. Tres pessoas empregaram 19 200 cruzeiros em um certo negdcio. 
Ganharam os tr£s 800 cruzeiros. O primeiro recebeu 200 cruzeiros, o segundo 
225 cruzeiros, e o terceiro, o resto. Qual foi o capital de cada um ? 

\l0. TrCs pessoas associaram-se para negociar. O primeiro entrou com 
3 000 cruzeiros durante 8 meses ; o segundo entrou com 4 500 cruzeiros durante 
6 meses, e o terceiro com 7500 cruzeiros durante 4 meses. Se os tres sdcios 
ganharam 5 400 cruzeiros, qual foi o lucro de cada um? 

'n 11. Dois irmaos compraram uma casa por 50 000 cruzeiros, sendo que o 
primeiro entrou com 2 /s deste capital e o segundo com o resto. Algum tempo 
depois venderam esta casa com lucro, sendo que o segundo irmao ganhou 
2000 cruzeiros mais do que o primeiro. Qual foi o lucro de cada irmao? 

84. Juros; definigoes. Eu nao tenho casa prdpria. A casa 
em que eu moro nao 6 minha ,■ 6 alugada. A casa em que eu moro 
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pertence ao Sr. Borges. Eu pago ao Sr., Borges um aluguel mensal 
de 400 cruzeiros. Este pagamento mensal de 400 cruzeiros que 
eu fago ao Sr. Borges 6 muito justo. Suponhamos que esta casa 
vale 40000 cruzeiros. Se o Sr. Borges nao a alugasse a mim ou 
a outra pessoa qualquer, poderia vende-la pelos 40000 cruzeiros 
que ela vale. Em seguida, abriria uma casa comercial com fetes 
40000 cruzeiros e ganharia talvez muito mais do que os 400 cru- 
zeiros mensais que eu lhe pago pelo aluguel de sua casa. 

A casa do Sr. Borges, avaliada em 40 000 cruzeiros, constitue 
um capital que pertence ao Sr. Borges. O Sr. Borges d um capi- 
talista. 0 seu capital, que no caso presente e a casa em que eu 
moro, lhe rende o aluguel que eu lhe pago, isto 6, 400 cruzeiros por 
mfe. Esta quantia que eu pago mensalmente ao Sr. Borges, repre- 
sen ta o rendimento, isto 6, os juros do capital do Sr. Borges. 
Qual 4 a razao entre o aluguel de 400 cruzeiros e o capital de* 

40000? E’ a fragao ^ ou Se o aluguel que eu pago 

ao Sr. Borges § igual a 0,01 do capital dfete mesmo senhor, dize- 
mos em linguagem comercial, que o capital do Sr. Borges lhe 
rende, de juros, 1% ao mfe, ou 3% por trimestre, ou 6% por 
semestre, ou 12% ao ano. As expressoes 1%, 3%, 6%, 12% sao 
chamadas taxas de juros ou simplesmente taxas. 

O Sr. Arruda tambdm e capitalista ; nao tem casas para 
alugar, mas tem dinheiro guardado no Banco Comercial. Eu 
quero comprar uma casa de 50000 cruzeiros. Nao tendo dinheiro, 
procuro o Sr. Arruda e pego-lhe que me empreste fetes 50 000 cru- 
zeiros. O Sr. Arruda consente em emprestar-me esta quantia, 
mediante certas condigoes : 

I. Eu lhe devolverei os 50000 cruzeiros, ao cabo de 5 anos. 

II. Eu lhe pagarei os juros de 12% ao ano, durante fetes cinco 
anos. 

Nesta transagao temos quatro elementos a considerar : o 

capital, o tempo, a taxa e os juros. 

Capital e a quantia que se empresta. 

Juros 6 o rendimento do capital emprestado, durante o tempo 
combinado. 
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Taxa e o rendimento ou juros de um capital jixo, durante a 
unidade de tempo. 0 capital fixo 6 100 e a unidade de tempo 6 
geralmente o ano. No nosso exemplo, a taxa 6 12% ao ano. Quer 
isto dizer que, por 100 cruzeiros, eu pagarei de juros, anualmente, 
ao Sr. Arruda, a quantia de 12 cruzeiros, alem dos 100 cruzeiros, 
isto 6, por 100 cruzeiros Ihe pagarei 112 cruzeiros ao cabo de um 
ano, ou 124 cruzeiros ao cabo de dois anos, ou 136 cruzeiros ao 
cabo de tres anos, ou 148 cruzeiros ao cabo de quatro anos, ou 
160 cruzeiros ao cabo de cinco anos. 

Ora, se por 100 cruzeiros que o Sr. Arruda me empresta, eu 
sou obrigado a pagar-lhe, depois de 5 anos, a quantia de 160 cru- 
zeiros, segue-se que : 

por 1 000 cruzeiros ihe pagarei .... 1 600 cruzeiros 

por 10000 cruzeiros ihe pagarei ... . 16000 cruzeiros 

por 50000 cruzeiros Ihe pagarei .... 80000 cruzeiros 

Em resumo, o Sr. . Arruda empresta-me um capital de 50000 
cruzeiros, durante um tempo de 5 ? anos e combinamos que fa 
taxa de juros sera de 12% ao ano. E, decorridos os 5 anos,|eu 
deverei entregar ao Sr. Arruda os 50000 cruzeiros que ele hae 
emprestou e mais 30000 cruzeiros de juros ! 

85. Problemas sobre juros. Os problemas sobre juros, 
sendo muito freqiientes na vida pratica, sao geralmente resolvidos 
por' meio de formulas. O capital 6 representado pela letra c ; a 
taxa pela letra i, o tempo pela letra t, os juros pela letra j, e a soma 
de capital e juros pela letra s. A unidade de tempo e o ano co- 
mercial, isto 6, o ano de 12 meses, cada mes com 30 dias ; portanto, 
o ano comer cial tern 360 dias. 

Temos seis problemas a resolver : 

I. Dados c, i, t, ealcular j. 

II. Dados- i, t, j, ealcular c. 

III. Dados c, t, j, ealcular i. 

IV. Dados c, i, j, ealcular t. 

V. Dados s, i, t, ealcular c. 

VI. Dados s. i, t, ealcular j. 
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86. Dados c, i, t, ealcular j. Quais serao os juros de um 
capital c, durante t anos, sendo a taxa de juros igual a i? (*) 

Para res h er este problema, vamos enuncia-lo da seguinte 
maneira : 

Se o capital 100, em 1 ano, rende i, o capital c, em t anos, quanto 
rendera ? 

E' um problema de regra de tres composta. 

capital 100 1 ano juros i 

capital c t anos juros x 


j 100 


/ 1 I 
1 , 2 


100 : c 4 . 

1 :* } 

100 : c X t : : i : x 


Sendo x os juros do capital c, durante o tempo t, sendo a 
taxa i, podemos escrever : 

cit . . . 


A igualdade A 6 uma formula, a qual nos diz que: 

Para ealcular os juros de c, em t anos, sendo a taxa i, midtipli- 
ca-se o capital pela taxa e pelo tempo, e divide-se o produto por 100. 

Aplicagao, Quais sao os juros de 7 650 cruzeiros, a 7%% 
ao ano, ■ em 5 ff anos ? " 

Para trabalhar com a formula A, e ‘conveniente dar-lhe a 
seguinte forma pr&tica: 

j = cXiXtX 7^7 


Isto posto, teremos : 

Q 1 1 

* - 7650 x T x 6 x 100 


Cr.$ 2964,37 


(*) Salvo aviso em contrdrio, t % signifiea i % ao ano. 
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Aplicagao. Calcular os juros de 12600 cruzeiros, a 734% ao 
ano, em 4 anos e 9 meses. 

9 57 19 

4 an. -f- 9 meses = 4 an. -f — do an. = — do an. = — do an. 

12 12 4 

Aplicando a fdrmula A, teremos : 

j = 12600 X ~ X ~ X ^ = Cr.$ 4488,75 

Aplicagao. Calcular os juros de 5400 cruzeiros, a 834% ao 
ano, em 3 anos, 10 meses e 20 dias. 

Reduzindo o tempo 4 fragao do ano, teremos : 


q in on ^ 3 10 20 3,5,1 35 . 

3an. 10m.20d. = T + - + — = T + -+- = ¥ doano,. 

Aplicando a formula A, teremos : 

j = 5400 XyXy.Xj^ = Cr.$ 1 785,00 

Voltando & formula A, e multiplicando os tfirmos da fragao 
por 12, teremos: 

F ’ . CXJX1X12 


Ora, 12 4 o mimero de anos, convertido em meses; 
substituindo 1 X 12 pela letra m (meses) teremos : 


A fdrmula B 4 empregada quando a unidade de tempo 4 o 
m&s. Por exemplo, quais sao os juros de 600 cruzeiros, a 12% ao 
ano, em 3 anos e 4 meses ? 

Reduzindo o tempo a meses, teremos : 

3 anos + 4 meses = 36 meses + 4 meses = 40 meses 
Aplicando a fdrmula B, teremos : 

j = 600 X 12 X 40 X = Cr.$ 240,00 
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Voltando a fdrmula A, e multiplicando os t&rmos da fragao 
por 360, teremos : c X i X t X 360 

3 36000 


Ora, t X 360 4 o mimero de anos, convertido em dias ; 
substituindo t X 360 pela letra d (dias) teremos : 


cid 

36000 


(C) 


A fdrmula C 4 empregada quando a unidade de tempo 4 o 
dia. Por exemplo, quais sao os juros de 600 cruzeiros, a 12% ao 
ano, em 4 meses e 20 dias ? 

Reduzindo o tempo a dias, teremos : 

4 meses + 20 dias = 120 dias + 20 dias = 140 dias 


Aplicando a formula C, teremos 


j = 600 X 12 X 140 X = Cr.S 28,00 



Exerclcios orals 

1. Quais sao os juros de 400 cruzeiros, a 12% ao ano, em um ano? 

2. Quanto rendem 500 cruzeiros, a 10% ao ano, em 3 anos? 

3. Quais sao os juros de 800 cruzeiros, a 12% ao ano, em 6 meses? 

4. Quanto rendem 600 cruzeiros, a 1% ao m5s, em 8 meses? 

5. Quais s2o os juros de 800 cruzeiros, a 6% por semestre, em trSs 
meses ? 

6. Quanto rende o capital c, a i % ao ano, em um ano ? Em 2 anos ? 
Em 3 anos ? 

Exercicios. S6rie XXXVIII 

1. Calcular os juros de 8730 cruzeiros, a 6 J4% ao ano, em 8 meses e 
15 dias. 

Coloquei 24 300 cruzeiros em um banco, rendendo juros de 7 M% ao 
ano. Ao cabo de 4 anos, 7 meses e 20 dias, retirei do banco todo o meu dinheiro. 
Quanto recebi ? 

3. Quais sao os juros de 36450 cruzeiros a 8 J4% ao ano, em 5 anos, 
10 meses e 20 dias? 

4. Um capitalista vive dos seus rendimentos, isto 6, dos juros de 720000 
cruzeiros que este capitalista depositou no banco. O banco paga-lhe os juros 
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de 7 ao ano. Qual 6 a quantia que este capitalista pode gastar mensal- 
mente, sem diminuir o seu capital? 


\ 5. Um avarento guardou em sua casa, durante 20 anos, a quantia de 
20000 cruzeiros. Quais seriam os juros deste capital, se estivesse guardado em 
um banco, supondo-se que este banco pague aos seus clientes 12% de juros 
ao ano? 

6. Antdnio emprestou a Carlos a quantia de 720 cruzeiros, a 15% ao 
ano. Carlos pagou o seu debito depois de 4 meses e 12 dias. Qual foi a quantia 
que Carlos entregou a Antdnio? 

7. Comprei uma casa por 48 000 cruzeiros. Por quanto devo alug£-la 
mensalmente, para que eu ganhe 18% anuais do meu capital? 

8. Comprei uma casa por 60000 cruzeiros. Gastei em consertos da 
mesma casa, 20% do que ela me custou. Quero alugd-la de modo que eu ganhe, 
por semestre, 7 3^% do meu dinheiro. Qual deve ser o aluguel mensal desta 
casa? 

9. Emprestei 50000 cruzeiros aos meus amigos A e B, durante o mesmo 
tempo. A pagou-me os juros de 12% ao ano, e B pagou-me os juros de 8% 
ao ano. No prazo marcado, os meus amigos A e B liquidaram seus debitos, 
e eu recebi de ambos os mesmos juros. Quanto emprestei a cada um deles? 

Solugao. Seja x a quantia que emprestei ao meu amigo A ; neste caso, 
ao meu amigo B emprestei 50 000 cruzeiros - x. Representando por j e j' os 
juros que A e B me*'pagaram, teremos : 

. x X 12 X t _ (50 000 - x) X 8 X t 

3 ” 100 3 100 

Sendo j = ', teremos : 

x X 12 X f (50 000 - x) X 8 X t 
100 = ’ 100 

Esta igualdade 6 constitufda por duas fragoes eqiiivalentes ; se ambas 
t6m o mesmo denominador, os numeradores sao iguais ; logo, podemos es- 

crever : x X 12 X t = (50 000 - x) X 8 X t 

E dividindo ambos os membros desta igualdade, por t, resuita : 

12x = (50 000 - x)8 . • . 

12x = 400 000 - 8x 
x * 20000 

Resposta. Emprestei 20 000 cruzeiros ao meu amigo A e 30 000 cruzeiros 
ao meu amigo B. 

87. Dados i, t, j, calcular e. Ja vimos que: 
cit . dm . dd 

J = 100 J = 1200 3 = 36 000 


i 
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Destas tres igualdades deduzimos facilmente que : 


100j'= dt 

looy 

C it 


1200 j = dm 
1200,7 


36 OOO 7 = dd 
= 36000 j 
id 


Na primeira fdrmula a unidade de tempo 6 o ano ; na se- 
gunda, 6 o mes ; na terceira, 6 o dia. Na pratica, convdm dar 
a estas formulas a seguinte forma: 


c = 100 X j X 4 - X 4 - 

i t 

c = 1 200 X j X ~ X — 
i m 

c = 36000 X j X ~ X ~ 
i d 


Exerclcios. Scrie XXXIX 

1. Qual 6 o capital que rende 8400 cruzeiros, a 7 H% ao ano, em 
4 anos e 8 meses? 

Solugao. Reduzindo a tempo a meses, teremos : 

4 anos + 8 meses = 48 meses + 8 meses = 56 mese3. 

15 i 

Aplicando a formula B, e lembrando que 1 -5- i ou 1 -r- — e igual a 

O * ^ 


— , teremos : 
15 


c = 1 200 X 8400 X ^ X ^ = 24000 
15 oo 


Resposta. O capital 6 24000 cruzeiros. 

2. Qual 6 o capital que rende 1 190 cruzeiros em 4 meses e 24 dias, a 

8 p2% ao ano ? 

3. Qual e o capital que rende 12350 cruzeiros, em 7 anos, 8 meses e 20 
dias, a 15% ao ano? 

4. Gasto 1 300 cruzeiros por m6s ; esta quantia 6 o aluguel mensal de 
uma casa que me pertence e que rende 13% anuais do seu valor. Quanto vale 
esta casa? 

-5. Qual 6 a quantia que devo colocar a juros de 8 H% anuais, para 
ter um rendimento mensal de Cr.$ 656,625 ? 
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88. Dados c, t, j, calcular i. Tomando as formulas A, B 
e C (§86), delas deduzimos que : 


cit = 100; . ' . 
. _ 100; 

1 ct 


i dm = 1 200; . 1 dd = .36000/ . 


1 200 ;' 


36000; 


A primeira formula nos da a taxa, quando a unidade de tempo 
6 o ano ; a segunda, quando a unidade de tempo e o mes ; a terceira, 
quando a unidade de tempo 6 o dia. 

Na pratica, conv6m dar a estas formulas a seguinte forma: 

i= 100 X ; X — X 4- (A) 

c t 

i= 1 200 X j X — X — (B) 

cm 

i = 36000 X; X — X ~ (C) _ 

C CL 


Exercicios. Serie XL 

1. A que taxa um capital de 7 200 cruzeiros rende 1 200 cruzeiros em 
5 anos e 6 meses? 

Solugao. Reduzindo o tempo a meses, teremos : 

5 anos + 6 meses = 60 meses + 6 meses = 66 meses 

Aplicando a fdrmula B, teremos : 

<- 1200 X 1200 


Resposta. A taxa 6 de 3 Vss%- 

Nola. Quando a taxa d fraciondria, conv6m dar-lhe a forma de um 
mimero mixto. 

2. Qual 6 a taxa anual de juros adotada por um banco onde tenho 
84 600 cruzeiros, se o rendimento mensal desta quantia 6 de 1 200 cruzeiros ? 
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' '3. Emprestei 12500 cruzeiros durante 3 anos, 5 meses e 10 dias e re- 
cebi 1 720 cruzeiros de juros. A que taxa emprestei o meu dinheiro ? j 

4. Um banco emprestou-me 12000 cruzeiros. Ao cabo de 4 anos, 
5 meses e 20 dias, p4guei ao banco 14 400 cruzeiros, isto e, o capital e os ju- 
ros. Qual foi a taxa estabelecida pelo banco neste negocio ? 

_ -,5- Emprestei 5800 cruzeiros ao meu amigo A, por 6 meses, ficando 61e 
obrigado, no fim deste prazo, a pagar-me 5 916 cruzeiros. A que taxa empres- 
tei o meu dinheiro? • 

x 6. Comprei uma chdcara de 2,5ha a 6000 cruzeiros o hectare. Paguei 
10 Vi% desta quantia em impostos. Hoje esta clidcara estd alugada por 
Cr.8 497,25 anuais. A que taxa o meu dinheiro est<i colocado ? 

7. A que taxa devo emprestar 200 cruzeiros para que o meu dinheiro 
duplique em 12 anos? 

Solugao. Se os 200 cruzeiros devem duplicar em 12 anos, conclue-se que 
os juros devem ser de 200 cruzeiros. Aplicando a formula A, teremos : 

- 100 X 200 X 250 X 5 

Resposta. Para que 200 cruzeiros dupliquem em 12 anos, devem ser 

empregados a 8 — 
o 

' 8. A que taxa devo emprestar 500 cruzeiros para receber o triplo desta 
quantia, capital e juros, em 8 anos e 4 meses? 

9. Emprestei 1 200 cruzeiros, Ao cabo de 22 anos, o meu devedor li- 
quidou suas contas comigo, entregando-me o quadruplo do dinheiro que eu 
lhe tinha emprestado. Qual foi a taxa de juros ? 

10. A que taxa devo empregar um certo capital, para que ele duplique 
em 9 anos? 

11. A que taxa devo empregar um certo capital, para que ele triplique 
em 12 anos? 

12. A que taxa devo empregar um certo capital, para que ele quadru- 
plique em 18 anos? 

13. A que taxa devo empregar o meu dinheiro para que, em 3 anos e 
6 meses, eu ganhe 0,3 do meu dinheiro ? 

14. A que taxa devo colocar os meus haveres para que os meus rendi- 
mentos anuais sejam Vis dos meus haveres? 

15. A que taxa devo colocar uma certa quantia para que, em 7 anos e 
8 meses, os juros representam 4 /a desta quantia? 



Elementos de Matematica 


89. Dados c, i, j, calcular t. Tomando as fdrmulas A, B 
e C ( § 86), teremos, sucessivamente : 


100 / = cit 


1 200j = cirri 
2 lOOj 


17 36000 

36 000 j = cid 
, 36 OOOj 


A primeira fdrmula da o tempo em anos ; a segunda, em 
meses ; a terceira, em dias. 

Na pratica, e preferivel a terceira formula, posta sob a forma 

d = 36000 X j X — X A 
c i 

como vamos mostrar com um exemplo. 

Em quanto tempo 3 600 cruzeiros, a ao ano, rendem 1 200 
cruzeiros ? 

Aplicando a fdrmula indicada e lembrando que o fator 1 -f- i 
6 igual a 1 -T- 9 /2 ou 2 /g, teremos : 

d = 36000 X 1200 X X J" 


, 8000 * 2 
d = — - — • = 2666 — dias 

O O 


2666d 30 Desprezando a fragao 2 /3 por- 

266 88 m 1 12 que nos problemas de juros as fra- 

26d 4m 7a goes do dia sao desprezadas, e 

transformando 2666 dias em nii- 
mero complexo, acharemos 7 anos, 4 meses e 26 dias, que 6 o 
tempo pedido. 

Exercicios. Serie XLI 

- 1. Em quanto tempo um capital qualquer, rendendo juros de 5 % ao 

ano, duplica de valor? 
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Solugao. Seja c 6ste capital ; se 61e deve duplicar, os juros serao iguais 
ao capital, isto 6, iguais a c. Aplicando a f6rmula, teremos : 

d, = 36000 XcX-Xt 
c 5 

d = 7200 dias = 20 anos. 

2. Em quanto tempo um capital qualquer, rendendo juros de 9 % ao 
ano, triplica de valor? 

3. Em quanto tempo um capital qualquer, colocado a 7 M% ao ano, 
rende 0,7 do seu valor? 

v 4. Em quantos anos 12 600 cruzeiros, a 9 14,% ao ano, rendem 5 400? 

^ 5. Depositei 7 500 cruzeiros em um banco, rendendo juros de 4 46% 
ao ano. Ao cabo de algum tempo retirei do banco 10 000 cruzeiros, isto 6, o 
meu capital e os juros. Durante quanto tempo o meu dinheiro esteve no banco ? 

'*6. Emprestei 9300 cruzeiros a um amigo, a 3 J^% ao ano. Ao cabo 
de algum tempo recebl o meu dinheiro e os juros, num total de Cr.$ 10 056,50. 
Qual foi o prazo que o meu amigo me pediu, para saldar sua divida ? 

7. Um menino recebeu uma hcranga, a qual foi colocada em um banco, 
rendendo juros de 4% ao ano. Completando 21 anos, fete menino recebeu 
sua herariQa acrescida dos juros, num total de 112 700 cruzeiros. Os juros re- 
presentam 0,15 do capital. Que idade tinha fete menino, quando recebeu 
a heranga ? 

90. Dados s, i, t, calcular c. Neste problem a, a letra s 
representa uma soma de capital e juros. (§85) 

Problema. Um capital, rendendo juros de 8% ao ano, elevou- 
se h quantia de 12600 cruzeiros em 3 anos, 4 meses e 20 dias. 
Determinar este capital. 

Solugao. Reduzindo o tempo a fragao do ano, teremos : 

o . on , 3 , 4 . 20 3,1,1 61 , 

3an. 4m. 20 d. _ T + - + ™ = T + - + _ = -do ana. 


Consideremos um capital qualquer, por exemplo, o capital 
100 cruzeiros ; calculando os juros de 100 cruzeiros, em 3 anos, 4 
meses e 20 dias, a 8% ao ano, teremos : 

61 1 244 

7 = 100 X8 Xt ,X^ = ? = 27,111 


Portanto, 100 cruzeiros, em 3 anos, 4 meses e 20 dias rendem 
Cr.$ 27,111, e a soma do capital e dos juros sera: 

Cr.$ 100,00 + Cr.$ 27,111 = Cr.$ 127,111 


i 
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Isto p6sto, vamos resolver o seguinte problema de regra 
de tres : 

Se a soma 127,111 corresponde ao capital inicial 100, a 
soma 12600, a que capital inicial correspondent? 

n f 127,111 100 l 127,111 : 12600 : : 100 : x 
U \ 12600 x / 


12 600 X 100 


= 9912,596 


127,111 

Resposta. O capital que se elevou a 12 600 cruzeiros, em 
3 anos, 4 meses e 20 dias, rendendo juros de 8% ao ano, 6 
Cr.$ 9 912,596. 

F6rmula. O problema anterior pode ser resolvido com o 
auxllio de uma fdrmula. Para estabelece-la, 6 necessario resolver 
o seguinte problema : 

Qual 6 o capital que, posto a render juros durante t anos, sendo 
a taxa i% ao ano, se eleva a uma certa quantia a? 

Consideremos um capital qualquer, por exemplo, o capital 
100 ; calculando os juros de 100, durante t anos, a i% ao ano, 
teremos : i 


j = 100 X i X t x 


. ' . j = it 


Portanto, 100, em t anos, a i% ao ano, rende it, e a soma 
de capital e juros sera 100 + it. 

Agora, resolvamos o seguinte problema de regra de tres. 

Se a soma 100+it corresponde ao capital inicial 100, o soma 
s a que capital corresponderd? 

D r lOQ+tt 100 | . 100+i< : s :: 100 : x 

Is x J 


100s 

100 + it 


100s 

100 + it 


91. Dados s, i, t, calcular j. Suponhamos que um indi- 
vlduo depositou num banco uma certa quantia, rendendo juros 
de 8% ao ano e, ao cabo de 5 anos e 6 meses, retirou do mesmo 
banco o seu capital e juros, num total de 9 000 cruzeiros. Quanto 
ganhou de juros? 
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E’ evidente que poderfamos resolver este problema, calculan* 
do o capital inicial pela formula M, e subtraindo este capital 
da soma 9 000 cruzeiros. Mas o nosso fim, neste paragrafo, 6 cal- 
cular diretamente os juros, isto 6, calcular os juros sem calcular 
o capital. 

Reduzindo o tempo k fragao do ano, teremos : 

, A 6 6 5,1 11 , 

5an. 6 m. = T + - = T + - = -doano. 

Consideremos um capital qualquer, por exemplo, 100 cru- 
zeiros ; calculando os juros de 100 cruzeiros, em 5 anos e 6 meses, 
a 8% ao ano, teremos : 

• .j = 100 X 8 X ~ X j = 44 cruzeiros 


Portanto, 100 cruzeiros, em 5 anos e 6 meses, a 8% ao ano, 
rendem 44 cruzeiros, e a soma de capital e juros serd : 

100 cruzeiros + 44 cruzeiros = 144 cruzeiros 

Temos agora de resolver o seguinte problema de regra de tres : 

Se a soma 144 cruzeiros cont6m 44 cruzeiros de juros, a soma 
9000 cruzeiros quanto contain de juros? 

D { 9000 U x} : 9000 : : 44 : z 



9000 X 44 
144 


= 2 750 cruzeiros 


Resposta. A soma 9000 cruzeiros contem 2750 cruzeiros de 
juros. 

Formula. Para estabelecer a fdrmula relativa ao proble- 
ma acima, ^necessario resolver o seguinte problema : 

Um certo capital posto a render juros de i% ao ano, durante 
t anos, elevou-se a uma certa quantia s. Determinar os juros. 

Ja vimos (§90) que o capital 100, em t anos, a i% ao ano, 
rende it, e a soma de capital e juros 4 100 + it. 

Resolvamos agora o seguinte problema de regra de tr6s : 
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Se a soma 100 + it contem it de juros, a soma s quanto contem 
de juros ? 

D | 100 + u * | . • . 100 + it : s :: it : x 


sit 

100 + it 


As fdrmulas M e N sao empregadas -quando a unidade de 
tempo 6 o ano. Tomando-se como unidade de tempo o mes ou 
o dia, 6 necessario substituir o numero 100 pelo numero 1 200 
ou 36000. 

Observacao. Os dois problemas que acaMmos de resolver (§§90 e 91) 
devem ser bem compreendidos, porque 6 neles que se resume o desconto ra- 
tional. Quanto its fdrmulas M e N, nao 6 converiiente deeord-las ; 6 preferivel 
decorar as perguntas que lbes dao origem. 

Para obter de pronto a fdrmula M, decora-se a seguinte pergunta : se 
100 + it comepou com 100, s com quanto comeQOU ? 100 + it : 100 :: s : C: 

Em relagao formula N, decora-se a seguinte pergunta : se 100 + it 
cont4m os juros it, s que juros cont&n? 100 + it : it :: s :j. 


Exercfcios. Sdrie XLII 

1. Depositei um certo capital em um banco que paga juros de 9 % ao 
1 ano. Ao cabo de 3 anos, 6 meses e 20 dias, retirei do banco o meu capital e 

os juros num total de 12 600 cruzeiros. Qual foi o capital por mim depositado 

I no banco? 

, 2. Um banco emprestou-me uma certa quantia, concedendo-me 90 dias 

de prazo e cobrando-me 12% de juros anuais. Ao cabo de 90 dias, entreguei 
i ao banco 3 250 cruzeiros. Qual foi a quantia que o banco me emprestou ? . 

3. Emprestei dinheiro a um amigo, cobrando-Ihe os juros de 1 ! /s % 

* por trimestre. Decorridos 2 anos, 2 meses e 10 dias, recebi o meu dinheiro 
e os juros, num total de 20000 cruzeiros. Quanto ganhei de juros? 

i 92. Juros pelo metodo dos divisores fixes. Nas Caixas 

Economicas e, em geral, nos estabelecimentos bancarios.ou co- 

* merciais, cujos funcionarios tern numerosos calculos de juros a 

t fazer, os m^todos indicados nos paragrafos anteriores para efe- 

tuar ’fetes calculos sao mais ou menos morosos. Eis por que, 
para calcular juros nesses estabelecimentos, adota-se um metodo 
r! especial denominado metodo dos divisores jixos. Vejamos em que 

II consiste este metodo. 
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Tomando como unidade de tempo o dia, a formula para cal- 
cular juros 6 -j 

3 = 36000 

Supondo que uma Caixa Economica pague invaridvelmente 
5% de juros ao ano, teremos : 


c X 5 X d 
36000 


7200 


Com esta formula, os funcionarios da Caixa Econbmica sim- 
plificam extraordin&riamente o calculo dos juros. Por exemplo, 
quais sao os juros de 350 cruzeiros, a 5% ao ano, em 48 dias ? 

cd . 350 X 48 ^ nor. 


7200 


7200 


= Cr.$ 2,333 


Representando o divisor fixo por D, teremos : 

cd 

3 ~ D 

A letra D representa o divisor jixo. Este varia, naturalmente, 
de acordo com a taxa. Para a taxa 5, seu valor e 36000 5, 

isto e, 7200. Se a taxa fosse 6, o valor de D seria 36000 -j- 6, 

isto e, 6000. 

De um modo geral o divisor jixo e o quociente da divisao de 
36000 pela taxa. - 

Exercfcios. Serie XLIII 

1. Calcular, pelo m6todo dos divisores fixos, os juros de 324 cruzeiros, 
a 6 % em 72 dias. 

2. Idem, para 612 cruzeiros, a 4,5%, em 80 dias. 

3. Idem, para 728 cruzeiros, a 7,5%, em 105 dias. 

4. Idem, para 1528 cruzeiros, a 9%, em 126 dias. 

93. Taxa media de juros. Tenho 7 200 cruzeiros rendendo 
juros de 8% ao ano, e 9600 cruzeiros rendendo juros de 12% ao 
ano. Portanto, tenho 16800 cruzeiros rendendo juros. A que 
taxa unica deveria colocar estes -16 800 cruzeiros para ganhar os 
mesmos juros que ganho nas condigoes indicadas? 
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E’ este o problema chamado taxa media de juros. 
Calculemos os juros de 7200 cruzeiros a 8% ao ano, e 9600 
cruzeiros a 12% ao ano. 


3 


7200 X 8 c „ e 
100 = 676 


9600 X 12 
100 


1152 cruzeiros 


Portanto, os capitais 7 200 cruzeiros e 9 600 cruzeiros dao um 
rendimento anual de 1 728 cruzeiros. E’ bastante, agora, re- 
solver o seguinte problema : 

A que taxa, 16800 cruzeiros rendem 1728 cruzeiros, em um 
an0t 100 X 1728 72 

16800 7 10 /7% 


Observagao. Quando os capitais sao iguais, a taxa m4dia 6 
a mddia aritindtica das taxas. 


Exercicios. Serie XLIV 

1. Um proprietdrio tem duas casas avaliadas respectivamente em 
42 000 e 60 000 cruzeiros. A primeira lhe rende anualmente 11% do seu valor, 
e a segunda, 16%. Qual 6 o rendimento m6dio e anual destas duas casas ? 

2. Um capitalista emprestou 25 000, 42 000 e 60 000 cruzeiros, a 5%, 
8% e 10%. Qual 6 a taxa media destes tres empr&timos ? 

3. Um negociante tem tres contas a pagar, de 8 500, 12 000 e 18000 
cruzeiros. Pela primeira paga 7% de juros anuais, pela segunda 9% e pela 
terceira 10%. Qual e a taxa mddia dos juros pagos por este negociante? 

7 

4. Empreguei — do meu dinheiro a 6% ao ano e o restante a 10 % 

1 Zj 

ao ano. Qual 6 o rendimento anual do meu dinheiro ? 

Observacao. Para resolver este problema, considera-se um capital ar- 
bitrdrio, por exemplo, 100. No nosso caso 6 preferfvel considerar o capital 
120, por ser multiplo de 12. 
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CapItulo V 


, 

Areas 

/ 

94. Area de uma figura plana. Uma jigura plana 6 uma 
jigura geometrica cujos elementos, pontos e linhas, estdo situados em 
um mesmo piano. Ja conhecemos algumas destas figuras. (E.M. 
P.V. capitulos I e II) 

Yimos tambem em que consiste a area de uma figura plana 
( §§ 2, / , 8 e 9) e quais os processos gerais para determina-la, isto 
6, o processo direto e o indireto. 

O processo direto 6, em geral, impraticavel para calcular a 
Area de uma figura plana. Temos de recorrer ao processo indi- 
reto. Este consiste em medir certas linhas not&veis da jigura dada, 
chamadas dimensoes, e ejetuar com os numeros obtidos, certos cdl- 
culos que variam de acordo corn a jigura cuja area se quer determinar. 

E’ o que vamos aprender neste capltulo. 

A forma de uma figura plana pode variar ao infinito ; entre- 
tanto, num curso elementar de Matematica aprendemos a deter- 
minar apenas a area de algumas figuras planas mais simples como 
sejam o retangulo, o quadrado, o paralelogramo, o tridngulo, o lo- 
sango, o trapezia, o pollgono e o drculo. 

Para calcular a area de uma figura plana 4 indispensavel 
estabelecer uma unidade de area. 


A unidade de drea e um quadrado cujo 
lado e tornado como unidade de comprimento. 
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Esta correspondence entre as unidades de comprimento e de 
area 6 tambAm indispensavel. Assim, se tomarmos o declmetro 
linear como unidade de comprimento, a unidade de area sera o de- 
cimetre quadrado e a area da figura plana dada sera o numero de 
decimetros quadrados (e de partes allquotas do declmetro qua- 
drado) que ela contem. 

As unidades legais brasileiras para caleular a area de uma 
superflcie plana limitada ja sao conhecidas. (§7) 


95. Area do retangulo e do quadrado. Seja o retangulo 
ABCD cuja base AB mede 6cm e cuja altura AD mede 4cm. 
A partir do vArtice A determinemos em AB assim como em AD, 

segmentos de um centi- 

P , — metro cada um. Pelos 

pontos de divisao trace- 
mos paralelas a base e 

a altura. O retangulo 

ficara dividido em 24 

. quadrados iguais, cada 

um dos quais 6 um cen- 
timetre quadrado. E di- 

remos que a area do re- 

|||P tangulo ABCD 6 24cm 2 . 

llllll Para caleular a area 

— — L — — " ”g de um retangulo, me? 

Fig. 9 dem-se a base e a altura 

com a mesma unidade 


de comprimento e multiplicam-se as duas medidas ; o resultado 
g a area do retangulo, em unidades de area cujo lado e igual h 
unidade de comprimento escolhida. 


Na linguagem corrente dizemos : 

A area de um retangulo e igual ao produto da base 
pela altura ( ou do comprimento pela largura). 

A base (ou o comprimento) de um retangulo 6 geralmente o 
lado maior ; a altura (ou a largura) 6, de um modo geral, o lado 
menor. Estas denominagoes sao relativas ; por exemplo, no retan- 
gulo MNPR (fig. 10), a base, 'MN 6 o lado menor; a altura, 
MR, 6 o lado maior. 
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Representando a area de um retangulo R 
por s, a base por b e a altura por h, po- 
demos estabelecer a seguinte formula : 

s = b X h 

Desta formula deduzimos : f 


h = ~b 


Estas duas formulas nos dizem que : 1 ; 

Conhecendo a area e a base (ou a altura ) I 

de um retangulo, 6 bastante dividir a drea - — 

pela base (ou pela altura ) para determinar ' ‘ 

a outra dimensao. 1 

Dois retangulos sao iguais quando, ~~ j 

sendo superpostos, coincidem em toda a sua | s 

extensao. - \ •yyrry? 1 

Dois retdngulos sao eqiiivalentes 
quando tern a mesma drea. . Assim os retan- 

gulos ABCD (fig. 9) e MNPR (fig. 10) sao 

eqiiivalentes porque tern a mesma 4rea : Fig 10 

24cm 2 . 

Dois retangulos eqiiivalentes nem sempre sao iguais ; mas, 
dois retangulos iguais sao sempre eqiiivalentes. 

A igualdade de dois retangulos e, em geral, de duas figuras 
geom6tricas quaisquer, depende da forma destas figuras; a eqiii- 
valencia depende da Area. 

Para caleular a area de um quadrado ABCD (fig. 11) 6 bas- 
tante medir o comprimento de um de seus lados, por exemplo, de 
AB, e multiplicar este comprimento por si mesmo. Em outras 
palavras : 

A drea de um quadrado e igual a seguncla potencia do numero 
que representa a medida do lado do mesmo quadrado. 

Eis por que a segunda potencia de um numero 6 tamb6m cha- 
mada quadrado deste numero. 
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Representando a area de um 
quadrado por s e o lado por l, pode- 
mos estabelecer a seguinte fbrmula : 


= l 2 


Desta formula deduzimos a se- 
guinte : 


i = V” 


Fig. 11 


0 lado de um quadrado e igual a raiz quadrada da drea deste 
mesmo quadrado. 

Exercicios. Serie XLV 

Observagao. Pedindo-se o comprimento de um segmento retilineo, 
se fete nao puder ser calculado exatamente, serd, sempre calculado com erro 
inferior a um milimetro, salvo aviso em contrdrio. 

1. 0 perimetro de um retangulo mede 436m. Calcular a drea, sa- 
bendo que a diferenga entre as duas dimensoes 6 de 24m. 

—2. Calcular a drea de um retangulo cujo perimetro mede 5l6m, sa- 
bendo que a diferenga entre as duas dimensoes 6 de 36m. 

f 3. Calcular a drea de um retangulo cujo perimetro mede 37,46m, sa- 
bendd que entre as duas dimensoes do retangulo hd uma diferenga de 3,514m. 

44. Um retangulo tern uma drea de 47,5625m 2 . O comprimento mede 
9,32m. Calcular a largura. 

JL5. Um retangulo e um quadrado sao equivalentes. O' retangulo mede 
13,6m por 7,4m. Calcular o lado do quadrado. 

•J-6. A drea de um retangulo e 56,3740m 2 . Medindo a largura 8,4m, cal- 
cular* o comprimento. 

f- 7. Um quadrado e um retangulo sao equivalentes. A drea do quadrado 
6 74,36m 2 . 'A base do retangulo mede 12,6m. Calcular a largura. 

8. A soma das dreas de dois quadrados e 516,48m 2 e a diferenga 6 
37,44m 2 . Calcular o lado de cada um dos quadrados. 

9. Calcular o valor de um terreno retangular que mede 248m por 
73m, admitindo que um hectare deste terreno valha 4 360 cruzeiros. 

10. Comprei um terreno retangular medindo 216,8m por 72,5m, pa- 
gando 6 345 cruzeiros por hectare. Por quanto devo vende-lo para realizar um 
lucro de Cr.$ 0,40 por centiare? 

11. Um terreno retangular tern um perimetro de 745m. A diferenga entre 
as duas dimensoes do terreno e de 42m. Calcular o valor deste terreno, admi- 
tindo que cada m 2 do mesmo valha Cr.$ 48,50. 
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12. Uma mesa retangular mede 2,40m por 1,15m. Quero cobri-la com 
um oleado o qual deve medir 0,45m mais que a mesa nos dois sentidos. Qual 
sera a mmha despesa, se cada metro quadrado de oleado custa Cr.$ 6,40? 

13. O lado de um terreno quadrado mede 615m. Constroem-se casas 
ao ongo o perimetro deste terreno, ficando no interior do mesmo um grande 
quadrado reservado para uma praga de esportes, e cujos lados, paralelos aos 
lados do quadrado primitive, dele distam 42m. Qual e a 4rea desta praga? 

14. Um jardirn quadrado mede 124,56m de lado. E’ dividido em 4 qua- 
drados iguais por duas avemdas per- 1 

SeteT c££ a WMmmMmmmMmm, 

um dos quadrados. 

15. Uma ch/icara retangular 
mede 148m por 84m. Em redor da 
chdcara h;i um caminho interior com 
2,4m de largura ; (fig. 12) duas ruas, 
perpendiculares entre si, tambem com 
2,4m de largura, dividem a chticara 
em 4 partes iguais. Calcular a Area 
da parte desta chdcara destinada as 

plantagoes. Fig 12 

/ . : 

96. Area: do paralelogramo. Consideremos o paralelogra- 
mo ABCD. (E.M.P.V. §36) Base de um paralelogramo e qual- 
quer um de seus lados. Altura de um paralelogramo e um segmento 
de reta, perpendicular a base e limitado por esta base e pela base 

oposta. No paralelogramo 
ABCD, tomando como base 
o lado AB, a altura pode ser o 
segmento DM ou o segmento 
CN, ou qualquer outro seg- 
mento perpendicular a base 
AB, tragado por qualquer 
ponto do ladp CD ou dos 
prolongamentos deste lado. 




Fig. 13 


X- lOiU-U. 

Dado o paralelogramo ABCD, tomemos como base o lado 
AB, e tracemos duas alturas, a saber : DM e CN. Formaremos 
assim o retangulo MNCD e dois triangulos : AMD e BNC. 

Se recortarmos o triangulo AMD e o colocarmos sobre o trian- 
gul BInC, veremos que 6stes dois triangulos coincidem, e sao 
portanto, iguais^ Logo, podemos concluir que o paralelogramo 

PortantQ 6 ° retangul ° MNCD sao duas figuras equivalentes. 
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area paralelogramo ABCB — area retangulo MNCD 

MaS ’ drea retangulo MNCD = MN X DM 

area paralelogramo ABCD -= MN X DM 

Yamos agora mostrar que MN = AB. 

Com efeito, MN = MB + BN 

AB = MB + AM 

Mas, sendo BN - AM, resulta que MN = AB. 

E concluimos enfim que: 

drea paralelogramo ABCD = AB X DM 

A drea de um paralelogramo 6 igual ao produto da base pela 

ator Representando a Area de um paralelogramo por s a base 
por b e a altura por h, podemos estabelecer a segumte formula . 

s = h X h | 

Observacao. As dimensoes de um paralelogramo sao a base e a altura. 

Exercicios. Sdrie XLVI 

1. Calculal em mV a drea de um paralelogramo que mede 27,85dam de 
baSe a d d e e a um r paralelogramo 6 36,54m 2 . A base mede 11,6m. Cal- 

CUlar 3. Um a paralelogramo cuja base mede 7,56m e cujaaltura mede 3,16m 

rss 

sabendo que elas sao proporcionais aos numeros 3 e 5. 

! 
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Solugao. Sejam x e y as duas dimensoes do paralelogramo. Sendo elas 
proporcionais aos numeros 3 e 5, podemos escrever : 


Recorrendo ds propriedades das proporgoes ( §62, 8.*, observaQao) te- 


remos 


Por 6m, xy 6 a drea do paralelogramo, isto 6, 576,60m 2 . 

Portanto, J Estd calculada uma das dimen- 

I s5es do paralelogramo ; 6 15,6m. Para 
576,60 _ x 2 . j C alcular y, teremos sucessivamente : 

15 9 ’ i _* _18j6 = y_ . 

^ _ 9 >< 576,60 . ! 3 “ 5 ' ' 9 5 ' ' 


/». - QR - . i A base e a altura do paralelo- 

x - o . . , gramo dado me dem respectivamente 

x — 18,6 i 18,6m e 31m. 

7. A drea de um paralelogramo e 48,56m ! . Calcular as duas dimensSes, 
sendo elas proporcionais aos numeros 3 e 5. 

97. Area do triangulo. Ja definimos o triangulo, assim 
como a base e a altura desta figura. (E.M.P.V. §§ 31 a 33) 


Consideremos o tridngulo ABC. Tomando como base o 
lado BC, a altura serd o segmento AM. (fig. 14) Pelo vdrtice A 
tracemos uma paralela ao lado BC ; pelo vbrtice C tracemos. uma 
paralela ao lado AB (no triangulo da esquerda) e pelo v4rti.ce B tra- 
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cemos uma paralela ao Iado AC. (no triangulo da direita) Estas para- 
lelas se encontram num ponto E e, em qualquer dos dois casos 
formaremos um paralelogramo ABCE (ou AEBC) cuja base e BC 
e cuja altura e AM. 

Isto posto, recortando o paralelogramo e, em seguida divi- 
dindo-o em duas partes, ao longo da diagonal AC (ou.AB) verifi- 
caremos pela superposigao que os triangulos ABC e ACE (ou 
ABC e AEB) sao iguais. Ora, se a area do paralelogramo ABCE 
(ou AEBC) e igual ao produto da base BC pela altura AM, con- 
clue-se que a area do triangulo ABC e igual a metade deste pro- 
duto. Portanto, 

A area de um triangulo e igual a metade do produto 
da base pela altura do mesmo triangulo. 

Representando a area de um triangulo por s, a base por b 
e a altura por h, podemos escrever : 



Sendo dadas a area e a base (ou a altura) de um triangulo, 
podemos calcular a altura (ou a base) de acordo com as seguintes 
formulas : 



Exercicios orais 



Calcular a area dos triangulos cujas bases e alturas medem 4 . 

respectivamente : 

1. 7m e 4,6m J 3. 12m e 3,6m j 5. 6,5m e 8m 

2. 4,2m e 5m j 4. 10m e 5,4m j 6. 9,4m e 6m 
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5 

J 


; 


Nos exercicios que se seguem sao dadas a area e uma das 
dimensoes de um triangulo ; calcular a outra. f 

7. 21m 2 e 7m ! 9. 20m 2 e 8m i 11. 36m 2 e 9m f 

8. 28m 2 e 4m I 10. 15m 2 e 6m J 12. 40m 2 e 10m I 


Exercicios. Serie XLVII 

1. Calcular a 4rea de um triangulo com 36,7dam de base e 576dm de 
altura. 

2. Calcular, em hectares, a 4rea de um terreno triangular com 428,7m de 
base e 136,8m de altura. 

oi e T i ra , tr j an S ul °< com uma 4rea de 726,50m 2 tem uma base que mede 
oJ, 6m. Calcular a altura. 

4" A base de um triangulo mede 53,6m. Calcular a altura sabendo que 
a area do triangulo e 3 148,36m 2 . 

5. Pedro tem um terreno triangular com 47,6m de base e 54,8m de 
altura, avaliado em Cr.$ 4,40 por metro quadrado. Carlos tem um terreno 
retangular medmdo 51,6m por 28,5m, avaliado em Cr.$ 4,30 por metro qua- 
arado. Us dois proprietaries resolvem trocar seus terreno’s. Determinar qual 
dos* dois e o devedor, e de quanto.' 

, _ 6 - 7“ d l 1 i m ^ terreno trian Kular com 48,5m de base e 64,7m de altura, 

a razao de Cr.S 7,20 por metro quadrado. Com a importaneia recebida com- 
prei um terreno retangular avaliado em Cr.S 8,50 por metro quadrado e com 
33,6m de comprimento. Calcular a largura desto terreno, 

7. Um triangulo tem 17,26m de base e 23,56m de ’altura. Calcular o 
laao ae um quadrado eqtiivalente. 

... «• A ^reade um triangulo e 35,48m 2 . Calcular as duas dimensoes do 
triangulo, sabendo que elas sao proporcionais aos numeros 4 e 7. 

98. Area do losango. Ja definimos o losango, assim como 
as propriedades das suas diagonals. (E.M.P.Y. §37) 0 losango 

6 um paralelogramo e, portanto, podemos calcular a sua area, 
medmdo a base e a altura e multiplicando os dois numeros obtidos. 
Entretanto, as diagonals do losango sendo perpendiculares entre 
si, e dividindo-se mutuamente em partes iguais, vamos deduzir 
destas duas propriedades uma regra interessante para calcular 
a area deste quadrilatero. 

■ x (fig- 15) e constituido por dois triangulos, 

isto 6, ABD e CBD. Podemos tomar como base -de ambos, a 
diagonal B13. Sendo AC perpendicular a BD, a altura do trian- 
gulo ABD sera AM, e a do triangulo CBD sera CM. 
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Isto posto, teremos : 

Area losango ABCD = Area tridngulo 
ABD + Area tridngulo CBD 


Fig. 15 z 

Portanto, a Area de urn losango e igual A metade do produto 
das suas diagonals. 

Rppresentando a Area do losango por s, a diagonal maior 
por D e a menor por d, podemos estabelecer a seguinte fdrmula : 


Quando nos convier podemos escrever 


Gonhecendo a Area do losango e uma das diagonais, pode- 
mos calcular a outra, de acordo com as formulas seguintes : 


Exercicios. Serie XLVIII 

1. Calcular a Area de um losango cujas diagonais medem 23,6m e 15,8m. 

2. A soma das diagonais de um losango 6 76,48m. Sua diferenga 6 

15,24m. Calcular a Area do losango. . 

3. A soma das diagonais de um losango 6 123,4m. A diagonal maior 
cont6m 4 vezes a menor. Calcular a Area do losango. 
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4. A diagonal menor de um losango 6 a quinta parte da maior. A soma 

das duas 6 73,44m. Calcular a Area do losango. . , 

5. A Area de um losango 6 7,4261m 2 . Uma das diagonals mede 4,73m. 

Calcular a outra. „ , . , 00 _ 

6. A Area de um losango 6 181,72m 2 . Uma das diagonals mede 23,6m. 

Calcular a outra. , . , , . _ 

7. A Area de um losango 6,47,56m 2 . Uma das diagonals mede 14,3m. 

Calcular a outra. . , _ 

8. A drea de um losango 6 3,5624m 2 . Uma das diagonals mede o,12m. 

Calcular a outra. , „ , 

9 . Os vitraux de um edificio sao formados por 3472 losangos, cujas 
diagonais medem 0,18m e 0,12m. Calcular a Area total dos vitraux. 

10. Para pavimentar um vestibulo com 5,40m de comprimento, foram 
necessArios 1350 losangos cujas diagonais medem 0,24m e 0,15m. Calcular 
a largura do vestibulo. 

11. Na pavimentagao de um corredor foram empregados 725 losangos 
cujas diagonais medem 0,26m e 0,15m. Um cento de ladrilhos custa 72 cru- 
zeiros, e o operArio ganha 15 cruzeiros por m 2 de pavimentagao. Qual foi a 

despesa total? „ . . , .. . ' 

12. A Area de um losango 6 36,70m 2 . Calcular as duas diagonals, sa- 

bendo que sao proporcionais aos numeros 7 e 13. 

99. Area do trapezio. . Ja definimos o trap.Azio. (E.IVE.P.V. 
§ 38) Neste quadrilatero, somente dois lados opostos sao para- 
lelos ; os lados AB e CD. (fig. 16) 

Base de um trapezio e um dos lados paralelos ; AB ou CD. 
Estes dois lados sendo sempre diferentes, diremos que AB 6 a 
base maior e CD, a base menor. C N 

Altura de um trapezio e o seg- ’Z— -j 

mento perpendicular as bases e limi- j\ '', v \ ! 

tado por elas. No trapAzio ABCD a / | \ ; 

altura 6 o segmento DM ou o seg- / 1 \ i 

mento BN. Com efeito, a figura / | \\| 

BNDM 6 um ret&ngulo; portanto, / ; 

MD = BN. AM B 

Yejamos agora como se calcula Fig. 16 

a £rea de um trap4zio. Tragando 

a diagonal BD, o trapezio ABCD fica dividido em dois trian- 
gulos : os triangulos ABD e BCD. Ora : 

Area trapezio ABCD = area tridngulo ABD + Area tridngulo BCD 

i -rv rrrv 


X DM 


X BN 
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Portanto, a drea de um trapezio e igual d semlssoma das bases 
midtiplicada pela altura. 

Observemos que semlssoma das bases e o mesmo que media 
aritmetica das bases. ( § 60, corolario IV) 

Representando a area de urn trapezio por s, a base maior 
por B, a menor por be a altura por h, podemos estabelecer a 
segumte formula : 



Exercfcios. Serie XLIX 

1. Calcular a drea de um trapezio com 0,74m de altura, e cujas bases 
medem 3,7m e 2,54m. 

2. Um terreno tern a forma de um trapezio, cujas bases medem 342m 

e 258m. A altura mede 135m. Calcular o valor destc terreno, supondo que 
um m 2 valha 12 cruzeiros. 1 

x 3. Um terreno tern a forma de um trapdzio. Suas bases medem 148m 
e 'Join ; a altura mede 64m. Este terreno foi avaliado em 80 000 cruzeiros. 
Calcular o prego de um metro quadrado. 

, V 4 - campo em forma de trapdzio tern 54m de altura. Suas bases 
medem 136m e 72m. Supondo que este terreno possa produzir 625 litres de 
trigo, por are, calcular o valor da colheita, admitindo que um litre de trisro 
custe Cr.$ 1,20. b 

5. A drea de um trapezio 6 de 529,48m 2 . A altura mede 12,4m Calcu- 
lar as duas bases, sabendo que sua diferenca 6 5 8m 

c - B+b 

Sugestao. — — ■= s H- h . • . B + b = 2(s -f- h) 

6. Um trapdzio, com uma drea de 643,56m 2 , tem 15m de altura. Cal- 
cular as duas bases, sabendo que sua diferenga e de 6,4m. 
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100. Area do poligono. O poligono jd, foi definido. (E.M. 
P.V. § 30) Um poligono pode ser regular ou irregular. 

Um poligono e regular quando todos os seus lados e dngulos 
sao iguais. O triangulo equilatero e o quadrado sao poligonos regu- 
lares. O retangulo e o losango nao sao poligonos regulares, por- 
que no primeiro os angulos sao iguais, mas os lados nao sao iguais, 
e no segundo os lados sao iguais, mas os angulos nao sao iguais. 

Um poligono cujos lados ou cujos dngulos nao sao todos iguais 
6 um poligono irregular. 

Para calcular a area de um po- 
ligono qualque e necessario decom- 
po-lo em triangulos. Consideremos 
o quadrilatero ABCD. Tragando a 
diagonal AC, o quadrilatero ficara 
decomposto em dois triangulos, cujas 
alturas respectivas sao DM e BN. 

Calculando a area de cada um destes 
triangulos, e somando as duas areas, 
teremos a area do quadrilatero. (*) 



Exercicios. Serie L 

1. Supondo que a fig. 17 representa um campo, no qual AC = 236,4m 
e as alturas DM e BN medem rcspectivamente 75,2m e 114,6m, calcular a 
drea do campo. 


2. A figura ABCD (fig. 18) 6 um quadrado cujo lado mede 8,25m. O 
segmento EF, perpendicular ao lado AD, mede 12,4m. Calcular a drea do 
poligono ABECD. 



A B A B 


Fig. 18 Fig. 19 

(*) Nao nos parece possivel, por ora, ensinar a regra conhecida para 
calcular a drea de um poligono regular. 
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£• j) Temos mais AB = 15,2m e EC = 21,4m. Calcu- 

lar a drea do pollgono ABODE. 

4* A figura 20 representa um campo no qual 
AB = 42,5m, BD = 80m e CD = 61,4m. O seg- 
mento AB 6 igual ao segmento AF. Os dngulos 
0 A, B e D sao retos. FC 4 perpendicular a BD. 
Supondo que o metro quadrado d4ste terreno custe 
Cr.$ 3,20 pede-se o valor de todo o terreno. 

101. Area do circulo. Para calcular 
^4 • ' g a drea de um circulo, multiplica-se o qua- 

Pig 20 drado do raio pelo numero ic. 

Observagao. x, letra grega que se 16 pi, representa o mimero 3,14 que 5 
uma razao aproximada entre a circunferencia e o seu didmetro. (E.M.P.V. §28) 

Consideremos a circunferencia .. . 

do centro O e raio OA. (fig. 21) 0 raio 
desta circunferencia mede 0,2m. Para / 
calcular a area do circulo, e bastante f \ 

elevar 0,2 ao quadrado, e multiplicar / \ 

o resultado por 3,14. Teremos : | j . - \ 

0,2 2 X 3,14 = 0,04 X 3,14 = 0,1256 l O J A 

Portanto, a area da figura 21 \ / 

6 12dm 2 e 56cm 2 . \. / 

Representando a area de um s. j' 

circulo por s e o raio por r, pode- — '' 

mos estabelecer a seguinte fdrmula : Fig. 21 


Fig. 21 


— —..2 

= irr 


Exercicios. Serie LI 

1. Calcular a drea de um circulo cujo raio mede 3,16m. 

2. Calcular a drea de um circulo cujo diametro mede 7,28m. 

3. A drea de um circulo 4 38,4650m 2 . Calcular o raio. 


Sugestao. 


-yli 


4. A drea de um circulo 4 43,5725m 2 . 

5. A drea de um circulo 4 58,0586m 2 . 
eunferencia. 


Calcular o raio. 

Calcular o comprimento da cir- 
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6. A drea de um circulo 4 52,7328m 2 . 
Calcular o comprimento da circunferencia. 

7. Calcular a drea de uma cor6a, sa- 
bendo que o raio da circunferencia maior 
mede 4,15m e o da menor, 3,75m. 

Observagao. Duas circunjertncias sao 
conctntricas quando tern 0 mesmo centro. 

Coroa 6 a porgao de superjicie plana 
limitada por duas circunjerkncias concin- 
tricas. (fig. 22) 

s 8. Dm tanque circular cujo raio mede 
7,2m 4 cercado por um passeio cuja largura 
mede 1,2m. Qual 4 a drea deste passeio? 

1 Fi 22 9. O lado de um terreno quadrado 

lg ' mede 31,2m. No interior deste terreno hd 

um lago cujo diametro mede 16,2m. Calcu- 
lar a drea livre deste terreno. 

'• 10. Um retangulo mede 31,6m por 
23,2m. Tira-se de cada canto do retdngulo 
um quadrante (a quarta parte de um cir- 
culo) cujo raio mede 2,5m. Qual 4 a drea 
que resta para o retdngulo ? (fig. 23) 

102. Unidades inglesas de 
area. As principals, com os seus 
coeficientes, isto e, com os seus va- ^ 

lores correspondentes em metros quadrados, sao as segumtes . 


the square inch (a polegada quadrada). . 0,000 645 16m 2 

the square joot (o p6 quadrado) 0,092 896 94m 

the square yard (a jarda quadrada) . . . 0,836 09 7 

the square perch or rod (a vara quadrada) 25,291 939m 

the rood (1 210 square yards ) 1 011,677 5m 

the acre (4 840 square yards ) 4 046,710 0m 

milha inglesa quadrada 2 589 894,447 362m 


Exercicios. Repetir os exercicios das series 45 a 51, substituindo as 
unidades nacionais pelas inglesas, de ac6rdo com as indicagSes dos srs. pro- 
fessores. 






Capitulo VI 


Volumes 


103. Volume do bloco retangular e do cubo. Ja vimos 
exn que consiste o volume de um sdlido geometrico e como se 
determina o volume de um bloco retangular e o de um cubo 
(§§12 a 21) 

O processo para determinar o volume de um solido geometrico 
6 o indireto. (§2) Por exemplo, no caso do bloco retangular, 
medimos tres arestas chamadas respectivamente comprimento, 
largura e altura do bloco, tendo o cuidado de adotar a mesma 
unidade de comprimento para efetuar estas medigoes. Depois, 
multiplicando os tres numeros resultantes, teremos o volume do 
bloco retangular em cubos cuja aresta 6 igual a unidade adotada 
para medir as tres dimensoes do bloco. 

Para calcular o volume de um sdlido geometrico 6 indis- 
pensdvel estabelecer uma unidade de volume. 

A unidade de volume e um cubo cuja ares— 
ta e tomada como unidade de comprimento. 

Tomando como unidade o decimetro linear, a unidade de 
volume sera o decimetro cubico, e o volume do solido geometrico 
dado sera o numero de decimetros cubicos (e de partes allquo- 
tas do decimetro cubico) que ele contem. 

Ja vimos quais sao as medidas legais brasileiras para calcular 
o volume de um sdlido geometrico. (§§12 a 21) 

Representando por v o volume de um bloco retangular ou 
de um cubo ; por c, l e h as tres dimensoes do bloco ; por B a 
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\ 

1 


base do mesmo bloco e por a a aresta de um cubo, podemos esta- 
belecer as seguintes formulas : 


v = c X l X h i v = It X h 


v = a 3 


0 volume de um cubo e a terceira 'potencia do comprimento da 
aresta. Eis por que a terceira potencia de um numero e tam- 
bem chamada cubo deste numero. , 


Exercxcios. Serie LII 

1. Calcular o volume de um bloco retangular cujas dimensoes sao 4,4m, 
27dm e 5,25m. 

2. Em um bloco retangular, a largura 4 a metade do comprimento, e a 
altura e o qufntuplo do comprimento. A soma das tres dimensoes 6 43,512m. 
Pede-se o volume do bloco. 

3. O volume de um bloco retangular 4 186,825m 3 . A altura mede 7,5m. 
Pede-se a area da base. 

Sugestao. v = B X h . B = v + h 

4. O volume de um bloco retangular, com 7,2m de altura, 6 123,456m 3 . 
Pede-se a drea da base. 

Observasao. Se o resultado de um problema 6 uma drea, e esta nao 
pode ser obtida exatamente, deverd. ser calculada, salvo aviso em contrdrio, 
com erro inferior a 0,0001m 2 . 

5. O volume de um bloco retangular, com 5,6m de altura, e 13,552m 3 . 
Calcular as dimensoes da base, sabendo que uma e o dobro da outra. 

' 6. As tres dimensSes de um bloco sao proporcionais aos numeros 2, 5 
e 8, e sua soma 6 26,85m. Calcular o volume do bloco. 

'»7. A aresta de um cubo de granito mede 1,36m. Um dm 3 deste granito 
pesa 5,370kg. Calcular o peso do cubo. 

' 8. A aresta de um cubo de pedra mede 0,75m. Calcular o valor deste 
cubo, se lm 3 custa 55 cruzeiros. 

9. A aresta de um reservatorio de forma cubica mede 2,5m. Cont6m 
azeite (cuja densidade 6 0,915) faltando, porem, 22cm para que o reservatorio 
fique completamente cheio. Calcular o peso do azeite. 

10. A aresta de um cubo de chumbo mede 0,42m. Transforma-se fiste 
cubo em uma folha com uma espessura de 2,5mm. Calcular a superficie da 
folha. 

104. O volume de um prisma. 0 prisma ja foi definido. 
(E.M.P.V. § 40) Para calcular o volume de um prisma, reto ou 
obllquo, 6 bastante multiplicar a area da base pela altura. 
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Suponhamos que a nossa figura 
representa um prisma reto tendo por 
base um losango. A altura do pris- 
ma mede 7,2m. As diagonais da ba- 
se medem respectivamente 1,6m e 
1,2m. Para calendar o volume d6ste 
prisma devemos calcular em primeira 
lugar, a £rea da bse. Ora, 

1,6 X 1,2 

drea losango ABCD = 

= 0,96m 2 ( § 98) 

Conhecida a area da base, te- 
remos : 

volume 'prisma AG = 

= 0,96 X 7,2 = 6,912m 3 

Representando o volume de um 
prisma por v, a base por be a altura por h, podemos estabele- 
cer a seguinte f6rmula : 



I Exercicios. Serie LIII 

I ' 1. XJm prisma reto com 6,5m de altura, tem por base um paralelogramo 

cuja base mede 2,4m e cuja altura mede 1,4m. Calcular o volume do prisma. 

' 2. A base de um prisma reto 4 um paralelogramo cuja base mede 4,5m 

1 e cuja altura mede 3,2m. O volume do prisma 5 120,960m 3 . Calcular a altura 

do prisma. ' 

\3. Um prisma reto tem por base um losango cujas diagonais medem 
| 0,42m e 0,35m. Calcular o volume deste prisma, cuja altura mede 2,5m. 

4. Um terreno tem a forma de um trap4zio cujas bases medem respeeti- 

1 vamente 42,7m e 28,5m, e cuja altura mede 16,4m. S6bre este terreno espalha- 

se uniformemente uma camada de areia, com 2,5cm de espessura. Calcular 
o volume de toda a areia. 

5. Um prisma reto com 12,4m de altura, tem por base um tri&ngulo 
retangulo cujos catetos medem 4,3m e 2,5m. Calcular o volume do prisma. 

d 


H G 



Fig. 24 
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105. O volume de uma pi ra- 
mble. A piramide ja foi definida. 
(E.M.P.Y. § 40) Para calcular o vo- 
lume de uma piramide, multiplica-se 
a area da base pela altura, e divide- 
se o produto por tres. 

A nossa figura representa uma 
piramide tendo por base um qua- 
drado. Suponhamos que o lado deste 
quadrado mede 1,5m e que a altura, 
VO, da piramide, mede 6,4m. A area 
da base e 1,5 X 1,5, isto e, 2,25m 2 . 
O volume da piramide sera : 

7 2,25 X 6,4 , 

volume = — — = 4,800m 3 

O 

Representando por v o volume 
de uma piramide, por h a base e 
por h a altura, podemos estabelecer que : 



Exercicios. Serie LIV 

1. Uma piramide tem por base um retangulo cujas dimensoes sao 3,2m 
e 2,5m. Calcular o volume da pir&mide cuja altura mede 10,4m. 

■'-■•2. Uma piriimide de pedra, com 2,4m de altura, tem por base um qua- 
drado cujo lado mede 0,80m. Calcular o peso da pinimide, supondo que a 
densidade da pedra seja 2,5. 

3. A Grande Piramide ou Piramide de Ghizeh, com 146,5m de altura, 
tem por base um quadrado cujo lado mede 233m. Calcular o volume da pir&- 
mide e o seu peso, admitindo que o material empregado na sua construgao 
pese 3 000kg por metro cubico. 

4. Uma pir&mide com 1,6m de altura tem por base um triangulo retan- 
gulo cujos catetos medem 0,42m e 0,36m. Calcular o volume da piramide. 

5. Uma piramide com 4,5m de altura e 1,470m 3 de volume, tem por 
base um retangulo no qual uma das dimensoes 5 o dobro da outra. Calcular 
as duas dimensoes da base. 

Sugestao. t i = i)X-r b = v 

o 3 


V 



A B 

Fig. 25 
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106. Volume do cilindro de re- 
volugao. Piste solido ja foi definido. 
(E.M.P.V. §40) 0 volume de um cilin- 
dro de revolugao 6 calculado como o de 
um prisma, isto 6, multiplica-se a area 
da base, pela altura. Mas, a base de 
um cilindro de revolugao 6 um circulo, 
cuja area e xr 2 . (§101) Portanto, re- 
presentando por v o volume de um ci- 
lindro, por r o raio OA da base, e por 
h a altura OC do mesmo cilindro, po- 
demos estabelecer a seguinte formula : 

v = Kr 2 h 



Fig. 26 


Observagao. X = 3,14. 


Exercicios. Serie LV 

1. O raio da base de um cilindro de revolugao, com 4,7m de altura, 
mede 1,2m. Calcular o volume do cilindro. 

2. Um reservatorio cilindrico mede 6,5m de raio e 2,25m de profundi- 
dade. Cont6m 4 /s de sua profundidade em dgua. Calcular, em hectolitres, 
o volume da hgua. 

3. Uma coluna eilmdrica com 8,4m de altura, tern um diametro de 
0,30m. Qual 6 o seu volume? 

4. Em um vaso cilindrico cujo diametro interior mede 0,2m despejam- 
se 75,36 litres de dgua. Calcular a altura do vaso. 

Sugestao. v — xr 2 /*. . * . h = v *£■ xr 2 . t Fazer X =3,14 

5. Suponhamos que um cilindro de revolugao seja 6co. O diametro 
exterior deste sdlido mede 0,48m e o interior, 0,36m. A altura deste solido 
6 de 2,20m. Qual 6 o seu volume? 

6. Um cilindro de revolugao tern 15m de altura. A circunferencia da 
base mede 7,536m. Calcular o volume do cilindro. 

107. Volume do cone de revolugao. Ja vimos o que 6 
um cone de revolugao. (E.M.P.V. §40) Para calcular o volume 
de um cone de revolugao, procede-se como em relagao a piramide, 
isto d, multiplica-se a area da base pela altura do cone, e divide-se 
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V 



Fig. 27 


o produto por 3. Mas, o cone de revolu- 
gao tern por base um circulo cuja area 6 
xr 2 . (§101) Portanto, representando por 
v o volume de um cone, por r o raio OA 
da base e por h a altura OV do mesmo 
cone, podemos escrever que : 



Exerclcios. Serie LVI 

1. O raio da base de um cone de revolugfio, 
com 5,4m de altura, mede 1,2m. Calcular o volu- 
me do cone. 


2. O volume de um cone 6 45,216m 3 . O raio da base mede 1,5m. Cal- 
cular a altura. 


-v3. O volume de um cone de revolugao 6 3,255 552m 3 . Calcular o raio 
da base, sabendo que a altura do cone mede 7,2m. 

4. Um bloco de pedra, com a forma de um cone de revolugao, tern uma 
altura de 7,5m. O raio da base mede 1,3m. Calcular o peso deste bloco, su- 
pondo que a densidade da pedra seja 7,1. 

5. Um bloco de pedra tern a forma de um cone de revolugao no qual o 
raio da base mede 2,2m e a altura 8,5m. Calcular o valor d§ste bloco, admi- 
tindo que cada decimetre ciibico valha Cr.$ 1,40. 


108. Unidades inglesas de volume. As principais uni- 
dades inglesas de volume sao : 

the cubic inch (a polegada cubica) . . 0,0254m 3 

the cubic joot (o pe eubico) 0,304 79m 3 

the cubic yard (a jarda cubica) .... 0,91430m 3 


Exercicios. Calcular o valor da polegada ciibica, do p6 cubico e da 
jarda cubica; repetir os exercicios das series 52 a 56, substituindo as unidades 
nacionais pelas inglesas, de acordo com as indicagoes dos srs. professores. 
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1 

8 

27 

64 

125 

216 

343 

512 

729 

1000 

1331 
1728 
2 197 

2 744 

3 375 

4 096 

4 913 

5 832 

6 859 
8 000 


1,0000 

1,4142 

1,7321 

2,0000 

2,2361 

2,4495 

2,6458 

2,8284 

3, U 0 U 0 

3,1623 

3,3166 

3,4641 

3,6056 

3,7417 

3,8730 

4,0000 

4,1231 

4,2426 

4,3589 

4,4721 


21 

4 41 

9 261 

4,5826 

22 

484 

10 648 

4,6904 

23 

5 29 

12 167 

4,7958 

24 

576 

13 824 

4,8990 

?*> 

6 25 

15 625 

5,0000 

26 

6 76 

17 576 

5,0990 

27 

7 29 

19 683 

5,1962 

28 

784 

21 952 

5,2915 

29 

8 41 

24 389 

5,3852 

30 

9 00 


6,4772 

31 

9 61 

29 791 

5,5678 

32 

10 24 

32 768 

5,6569 

33 

10 89 

35 937 

5,7446 

34 

11 56 

. 39 304 

■25353 

35 

12 25 

42 875 

5,9161 

36 

12 96 

46 656 


37 

13 69 

50 653 


33 

14 44 

54 872 

6,1644 

3a 

15 21 

59 319 

6,2450 

40 

16 00 

64 000 

6,3246 

41 

16 81 

68 921 

mm 

42 

17 64 


6,4807 

43 

18 49 


6,5574 

44 

19 36 

85 184 

■y:?| 

45 

20 25 

91 125 


46 

21 16 

97 336 

6,7823 

47 

22 09 

103 823 

1 6,8557 

41 

23 04 

110 592 

1 6,9282 

4S 

24 01 

117 649 

7,0000 

5 fl 

25 00 

125 000 

mm 


1,0000 

1,2599 

1,4422 

1,5874 

1,7100 

1,8171 

1,9129 

2,0000 

2,0801 

2,1544 

2,2240 

2,2894 

2,3513 

2,4101 

2,4662 

2,5198 

2,5713 

2,6207 

2,6684 

2,7144 


2,8845 

2,9240 

2,9625 

3,0000 

3,0366 

3,0723 

3,1072 

3,1414 

3,1748 

3,2075 

3,2396 

3,2711 

3,3019 

3,3322 

3,3620 

3,3912 

3,4200 

3.4482 

3,4760 

3,5034 

3,5303 

3,5569 

3,5830 

3,6088 

3,6342 


n 

n 2 

n 3 

•\jr i j 

3_ 

■\Jn 

51 

26 01 

132 651 

7,1414 

3,7084 

52 

27 04 

140 608 

7,2111 

3,7325 

53 

28 09 

148 877 

7,2801 

3,7563 

54 

29 16 

157 464 

7,3485 

3,7798 

55 

30 25 

166 375 

7,4162 

3,8030 


31 36 

175 616 

7,4833 

3,8259 

5 i 

32 49 

185 193 

7,5498 

3,8485 

53 

33 64 

195 112 

7,6158 

3,8709 

53 

34 81 

205 379 

7,6811 

3,8930 

66 

36 00 

216 000 

7,7460 

3,9149 

61 

37 21 

226 981 

7,8102 

3,9365 

62 

38 44 

238 328 

7,8740 

3,9579 

63 

39 69 

250 047 

7,9373 

3,9791 

64 

40 96 

262 144 

8,0000 

4,0000 

65 

42 25 

274 625 

8,0623 

4,0207 


43 56 

287 496 

8,1240 

4,0412 

62 

44 89 

300 763 

8,1854 

4,0615 

68 

4624 

314 432 

8,2462 

4,0817 

63 

47 61 

328 509 

8,3066 

4,1016 

70 

49 00 

343 000 

8,3666 

4,1213 

71 

50 41 

357 911 

8,4261 

4,1408 

72 

51 84 

373 248 

8,4853 

4,1602 


53 29 

389 017 

8,5440- 

4,1793 

74 

54 76 

405 224 

8,6023 

4,1983 

75 

56 25 

421 875 

8,6603 

4,2172 

75 

57 76 

438 976 

8,7178 

4,2358 

77 

59 29 

456 533 

8,7750 

4,2543 

78 

60 84 

474 552 

8,8318 

4,2727 

79 

62 41 

493 039 

8,8882 

4,2908 

80 

64 00 

512 000 

8,9443 

4,3089 

81 

65 61 

531 441 

9,0000 

4,3267 

82 

67 24 

551 368 

9,0554 

4,3445 

83 

68 89 

57 1 787 

9,1104 

4,3621 

84 

70 56 

592 704 

9,1662 

4,3795 

8ta 

72 25 

614 125 

9,2195 

4,3968 

86 

73 96 

636 056 

9,2736 

4,4140 

8 

75 69 

658 503 

9,3274 

4,4310 

8c 

77 44 

681 472 

9,3808 

4,4480 

S 3 

79 21 

704 969 

9,4340 

4,4647 

91 

81 00 

729 000 

9,4868 

4,4814 

S 3 

82 81 

753 571 

9.5394 

4,4979 

93 

84 64 

778 688 

9,5917 

4,5144 

91 

86 49 

804 357 

9,6437 

4,5307 

9 

88 36 

830 584 

9,6954 

4,5468 

9* 

90 25 

857 375 

9,7468 

4,5629 

9 

92 16 

884 736 

9,7980 

4,5789 

9* 

94 09 

912 673 

9,8489 

4,5947 

9 

96 04 

941 192 

9,8995 

4,6104 

9 

98 01 

970 299 

9,9499 

4,6261 

10 


1 000 000 

10,0000 

4,6416 



n 

n 2 

101 

102 01 

102 

104 04 

103 

106 09 

104 

108 16 

105 

1 10 25 

10E 

1 12 36 

107 

1 14 49 

108 

1 16 64 

109 

1 18 81 

110 

12100 

111 

1 23 21 

112 

1 25 44 

113 

127 69 

111 

1 29 96 

115 

1 32 25 

116 

1 34 56 

117 

1 36 89 

118 

1 39 24 

119 

1 41 61 

120 

144 00 

121 

146 41 

122 

148 84 

123 

1 51 29 

121 

1 53 76 

125 

1 56 25 

126 

. 158 76 

127 

161 29 

128 

1 63 84 

129 

1 66 41 

130 

1 69 00 

131 

1 71 61 

132 

174 24 

133 

176 89 

134 

179 56 

135 

1 82 25 

136 

1 84 96 

13i 

187 69 

138 

190 44 

13S 

193 21 

140 

196 00 

141 

1 98 81 

142 

2 01 64 

ii: 

2 04 49 

w 

2 07 36 

145 

2 10 25 

14f 

213 16 

14' 

2 16 09 

145 

: 2 19 04 

145 

i 2 22 01 

151 

2 25 00 
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n 3 

sjn 

3 

■yjn 

n 

n 2 j 

tt 3 


-\Jn 

1 030 301 

10,0499 

4,6570 

151 

2 28 01 

3 442 951 

12,2882 

5,3251 

1061 208 

10,0995 

4,6723 

152 

2 31 04 

3 511 808 

12,3288 

5,3368 

1 092 727 

10,1489 

4,6875 

153 

2 34 09 

3 581 577 

12,3693 

5,3485 

1 124 864 

10,1980 

4,7027 

151 

2 37 16 

3 652 264 

12,4097 

5,3601 

1 157 625 

10,2470 

4,7177 

155 

2 40 25 

3 723 875 

12,4499 

5,3717 

1 191 016 

10,2956 

4,7326 

156 

2 43 36 

3 796 416 

12,4900 

5,3832 

1 225 043 

10,3441 

4,7475 

157 

2 46 49 

3 869 893 

12,5300 

5,3947 

1 259 712 

10,3923 

4,7622 

158 

2 49 64 

3 944 312 

12,5698 

5,4061 

1 295 029 

10,4403 

4,7769 

159 

2 52 81 

4 019 679 

12,6095 

5 4175 

1 331 000 

10,4881 

4,7914 

160 

2 56 00 

4 096 000 

12,6491 

5,4288 

1 367 631 

10,5357 

4,8059 

161 

2 59 21 

4 173 281 

12,6886 

5,4401 

1 404 928 

10,5830 

4,8203 

162 

2 62 44 

4 251 528 

12,7279 

5,4514 

1 442 897 

10,6301 

4,8346 

163 

2 65 69 

4 330 747 

12,7671 

5,4626 

1 481 544 

10,6771 

4,8488 

161 

2 68 96 

4 410 944 

12,8062 

5,4737 

1 520 875 

10.7238 

4,8629 

165 

2 72 25 

4 492 125 

12,8452 

5,4848 

1 560 896 

10,7703 

4,8770 

166 

2 75 56 

4 574 296 

12,8841 

5,4959 

1 601 613 

10,8167 

4,8910 

167 

2 78 89 

4 657 463 

12,9228 

5,5069 

1 643 032 

10,8628 

4,9049 • 

168 

2 82 24 

4 741 632 

12,9615 

5,5178 

1 685 159 

10,9087 

4,9187 

169 

2 85 61 

4 826 809 

13,0000 

5,5288 

1 728 000 

10,9545 

4,9324 

170 

2 89 00 

4 913 000 

13,0384 

5,5397 

1 771 561 

11,0000 

4,9461 

171 

2 92 41 

5 000 211 

13,0767 

5,5505 

1 815 848 

11,0454 

4.9597 

172 

2 95 84 

5 088 448 

13,1149 

5,5613 

1 860 867 

11,0905 

4,9732 

173 

2 99 29 

5 177 717 

13,1529 

5,5721 

1 906 624 

■11,1355 

4,9866 

171 

3 02 76 

5 268 024 

13.1909 

5,5828 

1 953 125 

11,1803 

5,0000 

175 

3 06 25 

5 359 375 

13,2288 

5,5934 

2 000 376 

11,2250 

5,0133 

176 

3 09 76 

5 451 776 

13,2665 

5,6041 

2 048 383 

11,2694 

5.0265 

177 

3 13 29 

5 545 233 

13,3041 

5,6147 

2 097 152 

11,3137 

5,0397 

17« 

3 16 84 

5 639 752 

13,3417 

5,6252 

2 146 689 

11,3578 

5,0528 

179 

3 20 41 

5 735 339 

13,3791 

5,6357 

2 197 000 

11,4018 

5,0658 

180 

3 24 00 

5 832 000 

13,4164 

5,6462 

2 248 091 

11,4455 

5,0788 

181 

3 27 61 

5 929 741 

13,4536 

5,6567 

2 299 968 

11,4891 

5,0916 

18? 

3 31 24 

6 028 568 

13,4907 

5,6671 

2 352 637 

11,5326 

5.1045 

183 

3 34 89 

6 128 487 

13,5277 

5,6774 

2 406 104 

11,5758 

5,1172 

181 

3 38 56 

6 229 504 

13,5647 

5,6877 

2 460 375 

11,6190 

5,1299 

185 

3 42 25 

6 331 625 

13,6015 

5,6980 

2 515 456 

11,6619 

5,1426 

188 

3 45 96 

6 434 856 

13,6382 

5,7083 

2 571 353 

11,7047 

5,1551 

187 

3 49 69 

6 539 203 

13,6748 

5,7185 

2 628 072 

11,7473 

5,1676 

188 

3 53 44 

6 644 672 

13.7113 

5,7287 

2 685 619 

11,7898 

5,1801 

189 

3 57 21 

6 751 269 

13,7477 

5,7388 

2 744 000 

11,8322 

5,1925 

190 

3 61 00 

6 859 000 

13,7840 

5,7489 

2 803 221 

11,8743 

.5,2048 

191 

3 64 81 

6 967 871 

13.8203 

5,7590 

2 863 288 

11,91«4 

5,2171 

192 

3 68 64 

7 077 888 

13,8564 

5,7690 

2 924 207 

11,9583 

5,2293 

193 

3 72 49 

7 189 057 

13,8924 

5.7700 

2 985 984 

12,0000 

5,2415 

191 

3 76 36 

7 301 384 

13,9284 

5,7890 

3 048 625 

12,0416 

5,2536 

195 

3 80 25 

7 414 875 

13.9642 

5,7989 

3112 136 

12,0830 

5,2656 

19G 

3 84 16 

7 529 536 

14,0000 

5,8088 

3 176 523 

12,1244 

5,2776 

191 

3 88 09 

7 645 373 

14,0357 

5.8186 

3 241 792 

12,1655 

5,2896 

195 

3 92 04 

7 762 392 

14,0712 

5,8285 

3 307 949 

12,2066 

5,3015 

199 

3 96 01 

7 880 599 

14,1067 

5,8383 

3 375 000 

12,2474 

5,3133 

20C 

4 00 00 

8 000 000 

14,1421 

5,8480 
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Elementos de Matematica 


n n 2 n 3 -\Jn V n 


201 4 04 01 8120 601 14,1774 5,8578 

202 4 08 04 8 242 408 14,2127 5,8675 

203 4 12 09 8 365 427 14,2478 5,8771 

204 4 16 16 8 489 664 14,2829 5,8868 

205 4 20 25 8 615 125 14,3178 5,8964 

206 4 24 36 8 741 816 14,3527 5,9059 

207 4 28 49 8 869 743 14,3875 5,9155 

208 4 32 64 8 998 912 14,4222 5,9250 

209 4 36 81 9 129 329 14,4568 5,9345 

210 4 4100 9 261000 14,4914 5,9439 

211 4 45 21 9 393 931 14,5258 5,9533 

212 4 49 44 9 528 128 14,5602 5,9627 

213 4 53 69 9 663 597 14,5945 5,9721 

214 4 57 96 9 800 344 14,6287 5,9814 

215 4 62 25 9 938 375 14,6629 5,9907 

216 4 66 56 10 077 696 14,6969 6,0000 

217 4 70 89 10 218 313 14,7309 6,0092 

218 4 75 24 10 360 232 14,7648 6,0185 

219 4 79 61 10 503 459 14,7986 6,0277 

220 4 84 00 10 648 000 14,8324 6,0368 

221 4 88 41 10793 861 14,8661 6,0459 

222 4 92 84 10 941 048 14,8997 6,0550 

223 4 97 29 11089 567 14,9332 6,0641 

224 5 01 76 11239 424 14,9666 6,0732 

225 5 06 25 11390 625 15,0000 6,0822 

226 5 10 76 11543 176 15,0333 6,0912 

227 5 15 29 11697 083 15,0665 6,1002 

228 5 19 84 11852 352 15,0997 6,1091 

229 5 24 41 12 008 989 15,1327 6,1180 

230 5 29 00 12167 000 15,1658 6,1269 

231 5 33 61 12326 391 15,1987 6,1358 

232 5 38 24 12487 168 15,2315 6,1446 

233 5 42 89 12649 337 15,2643 6,1534 

234 5 47 56 12 812 904 15,2971 6,1622 

235 5 52 25 12 977 875 15,3297 6,1710 

236 5 56 96 13 144 256 15,3623 6,1797 

237 5 61 69 13312 053 15,3948 6,1885 

238 5 66 44 13 481 272 15,4272 6,1972 

239 5 71 21 13 651 919 15,4596 6,2058 

240 5 76 00 13 824 000 15,4919 6,2145 

241 5 80 81 13 997 521 15,5242 6,2231 

242 5 85 64 14 172 488 15,5563 6,2317 

243 5 90 49 14 348 907 15,5885 6,2403 

244 5 95 36 14 526 784 15,6205 6,2488 

245 6 00 25 14 706 125 15,6525 6,2573 

246 6 05 16 14 886 936 15,6844 6,2658 

247 6 10 09 15 069 223 15,7162 6,2743 

248 6 15 04 15252 992 15,7480 6,2828 

249 6 20 01 15 438 249 15,7797 6,2912 

250 6 25 00 15 625 000 15,8114 6,2996 


_ 3 _ 

n n 2 n 3 -\Jn -yj n 


251 6 30 01 15 813 251 15,8430 6,3080 

252 6 35 04 16 003 008 15,8745 6,3164 

253 6 40 09 16194 277 15.9060 6,3247 

254 6 45 16 16 387 064 15,9374 6,3330 

255 6 50 25 16 581 375 15,9687 6,3413 

25S 6 55 36 16 777 216 16,0000 6,3496 

257 6 60 49 16 974 593 16,0312 6,3579 

253 6 65 64 17 173 512 16,0624 6,3661 

259 6 70 81 17 373 979 16,0935 6,3743 

260 6 76 00 17 576 000 16,1245 6,3825 

261 6 81 21 17 779 581 16,1555 6,3907 

262 6 86 44 17 984 728 16,1864 6,3988 

2S3 6 91 69 18191 447 16,2173 6,4070 

264 6 96 96 18 399 744 16,2481 6,4151 

265 7 02 25 18 609 625 10,2788 6,4232 

266 7 07 56 18 821096 16,3095 6,4312 

267' 7 12 89 19 034 163 16,3401 6,4393 

258 7 18 24 19 248 832 16,3707 6,4473 

269 7 23 61 19 465 109 16,4012 6,4553 

270 7 29 00 19 683 000 16,4317 6,4633 

271 7 34 41 19 902 511 16,4621 6,4713 

272 7 39 84 20 123 648 16,4924 6,4792 

273 7 45 29 20 346 417 16,5227 6,4872 

274 7 50 76 20 570 824 16,5529 6,4951 

275 7 56 25 20 796 875 16,5831 6,5030 

276 7 61 76 21024 576 16,6132 6,5108 

277 7 67 29 21253 933 16,6433 6,5187 

278 7 72 84 21484 952 16,6733 6,5265 

279 7 78 41 21717 639 16,7033 6,5343 

2S0 7 84 00 21952 000 16,7332 6,5421 

281 7 89 61 22 188 041 16,7631 6,5499 

282 7 95 24 22 425 768 16,7929 6,5577 

283 8 00 89 22 665 187 16,8226 6,5654 

284 8 06 56 22 906 304 16,8523 6,5731 

285 8 12 25 23 149 125 16,8819 6,5808 

285 8 17 96 23 393 656 16,9115 6,5885 

287 8 23 69 23 639 903 16,9411 6,5962 

288 8 29 44 23 887 872 16,9706 6,6039 

289 8 35 21 24 137 569 17,0000 6,6115 

299 8 41 00 24 389 000 17,0294 6,6191 

291 8 46 81 24 642 171 17,0587 6,6267 

232 8 52 64 24 897 088 17,0880 6,6343 

293 8 58 49 25 153 757 17,1172 6,6419 

294 8 64 36 25 412 184 17,1464 6,6494 

235 8 70 25 25 672 375 17,1756 6,6569 

296 8 76 16 25 934 338 17,2047 >6,6644 

297 8 82 09 26 198 073 17,2337 6,6719 

298 8 88 04 26 463 592 17,2627 6.6794 

293 8 94 01 26 730 899 17,2916 6,6869 

300 9 00 00 27 000 000 17,3205 6,6943 
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n n* 




n rr 




301 9 00 01 

302 9 12 04 

303 9 18 09 

304 9 24 16 

305 9 30 25 
SOS 9 36 36 

307 942 49 

308 9 48 64 

309 9 54 81 

310 9 61 00 

311 9 67 21 

312 9 73 44 

313 9 79 69 

314 9 85 96 

315 9 92 25 

316 9 98 56 

317 10 04 89 

318 10 11 24 

319 10 17 61 

320 10 24 00 

321 10 30 41 

322 10 36 84 

323 10 43 29 

324 10 49 76 

325 10 56 25 

326 10 62 76 

327 10 69 29 

328 10 75 84 

329 10 82 41 

330 10 89 00 

331 10 95 61 

332 11 02 24 

333 1108 89 

334 11 15 56 

335 1122 25 

336 1128 90 

337 1135 69 

338 1142 44 

339 1149 21 
3*0 11 56 00 

341 11 6281 

342 11 69 64 

343 1176 49 

344 11 83 36 

345 11 90 25 

346 11 97 16 

347 12 04 09 

348 12 11 04 

349 12 18 01 

350 12 25 00 


27 270 901 
27 543 608 

27 818 127 

28 094 464 
28 372 625 
28 652 616 

28 934 443 

29 218 112 
29 503 629 

29 791 000 

30 080 231 
30 371 328 
30 664 297 

30 959 144 

31 255 875 
31 554 496 

31 855 013 

32 157 432 
32 461 759 

32 768 000 

33 076 161 
33 386 248 

33 698 267 

34 012 224 
34 328 125 
34 645 976 

34 965 783 

35 287 552 
35 611 289 

35 937 000 

36 264 691 
36 594 368 

36 926 037 

37 259 704 
37 595 375 

37 933 056 
38272 753 
38614 472 

38 958 219 

39 304 000 

39 651 821 

40 001 688 
40 353 607 

40 707 584 

41 063 625 
41 421 736 

41 781 923 

42 144 192 
42 508 549 
42 875 000 


17,3494 

17,3781 

17,4069 

17,4356 

17,4642 

17,4929 

17,5214 

17,5499 

17,5784 

17,6068 

17,6352 

17,6635 

17,6918 

17,7200 

17,7482 

17,7764 

17,8045 

17,8226 

17,8606 

17,8885 

17,9165 

17,9444 

17,9722 

18,0000 

18,0278 

18,0555 

18,0831 

18,1108 

18,1384 

18,1659 

18,1934 

18,2209 

18,2483 

18,2757 

18,3030 

18,3303 

18,3576 

18,3848 

18,4120 

18,4391 

18,4662 

18,4932 

18,5203 

18,5472 

18,5742 

18,6011 

18,6279 

18,6548 

18,6815 

18,7083 


351 12 32 01 

352 12 39 04 

353 12 46 09 

354 12 53 16 

355 12 60 25 

356 12 67 36 

357 12 74 49 

358 12 81 64 

359 12 88 81 

369 12 96 00 

361 13 03 21 

362 13 10 44 

363 13 17 69 

364 13 24 96 

365 13 32 25 

386 13 39 56 

367 13 46 89 

368 13 54 24 
389 13 61 61 

370 13 69 00 

371 13 76 41 

372 13 83 84 

373 13 91 29 

374 13 98 76 

375 14 06 25 

376 14 13 76 

377 14 21 29 

378 14 28 84 

379 14 36 41 

380 14 44 00 

381 14 51 61 

382 14 59 24 

383 14 66 89 
333 14 74 56 
385 14 82 25 

388 14 89 96 

387 14 97 69 
338 15 05 44 

389 15 13 21 

390 15 21. 00 

391 15 28 81 

392 15 36 64 

393 15 44 49 

394 1552 36 

395 15 00 25 

396 15 68 16 

397 15 76 09 

398 15 84 04 

399 15 92 01 

400 16 00 00 


43 243 551 
43 614 208 

43 986 977 

44 361 864 

44 738 875 

45 118 016 
45 499 293 

45 882 712 

46 268 279 

46 656 000 

47 045 881 
47 437 928 

47 832 147 

48 228 544 

48 627 125 

49 027 896 
49 430 863 

49 836 032 

50 243 409 

50 653 000 

51 064 811 
51 478 848 

51 895 117- 

52 313 624 

52 734 375 

53 157 376 

53 582 633 

54 010 152 
54 439 939 

54 872 000 

55 306 341 

55 742 968 

56 181 887 

56 623 104 

57 066 625 
57 512 456 

57 960 603 

58 411 072 

58 863 869 

59 319 000 

59 776 471 

60 236 288 

60 698 457 

61 162 984 

61 629 875 

62 099 136 

62 570 773 

63 044 792 

63 521 199 

64 000 000 


18,7350 

18,7617 

18,7883 

18,8149 

18,8414 

18,8680 

18,8944 

18,9209 

18,9473 

18,9737 

19,0000 

19,0263 

19,0526 

19,0788 

19,1050 

19,1311 

19,1572 

19,1833 

19,2094 

19,2354 

19,2614 

19,2873 

19,3132 

19,3391 

19,3649 

19,3907 

19,4165 

19,4422 

19,4679 

19,4936 

19,5192 

19,5448 

19,5704 

19,5959 

19,624 

19,6469 

19,6723 

19,6977 

19,7231 

19,7484 

19,7737 

19,7990 

19,8242 

19,8494 

19,8746 

19,8997 

19,9249 

19,9499 

19,9750 

20,0000 






Elementos de Matematica 


401 1608 01 

402 16 16 04 

403 16 24 09 

404 16 32 16 

405 16 40 25 

406 16 48 36 

407 16 56 49 

408 16 64 64 

409 16 72 81 

410 16 81 00 

411 16 89 21 

412 16 97 44 

413 17 05 69 

414 17 13 96 

415 17 22 25 

416 17 30 56 

417 17 38 89 

418 17 47 24 

419 17 55 61 

420 17 64 00 

421 17 72 41 

422 17 80 84 

423 17 89 29 

424 17 97 76 

425 1806 25 

426 18 14 76 

427 18 23 29 

428 1831 84 

429 1840 41 

430 1849 00 

431 18 57 61 

432 18 66 24 

433 1874 89 

434 18 83 56 

435 1892 25 

436 19 00 96 

437 1909 69 

438 19 18 44 

439 1927 21 

440 19 36 00 



64 481 201 
64 964 808 
65450 827 
65939 264 
66430 125 

66 923 416 

67 419 143 

67 917 312 
68417 929 

68 921 000 

69426 531 

69 934 528 
70444 997 

70 957 944 
71473 375 
71991 296 

72 511713 
73034 632 

73 560 059 
74088 000 

74 618 461 

75 151 448 
75686 967 

76 225 024 

76 765 625 

77 308 776 

77 854 483 
78402 752 

78 953 589 

79 507 000 

80 062 991 
80621 568 
81 182 737 

81 746 504 

82 312 875 

82 881 856 ' 

83 453 453 
84027 672 

84 604 519 

85 184 000 

85766 121 


20,0250 ‘ 
20,0499 1 
20,0749 1 
20,0998 
20,1246 1 
20,1494 ‘ 
20,1742 
20,1990 
20,2237 
20,2485 

20,2731 

20,2978 

20,3224 

20,3470 

20,3715 

20,3961 

20,4206 

20,4450 

20,4695 

20,4939 

20,5183 

20,5426 

20,5670 

20,5913 

20,6155 

20,6398 

20,6640 

20,6882 

20,7123 

20,7364 

20,7605 

20,7846 

20,8087 

20,8327 

20,8567 

20,8806 

20,9045 

20,9284 

20,9523 

20,9762 


2016 01 
2025 00 


90 518 849 21,1896 

91 125 000 21,2132 


451 20 34 01 

452 20 43 04 

453 20 52 09 

454 20 61 16 

455 20 70 25 

456 20 79 36 

457 20 88 49 

458 20 97 64 

459 21 06 81 
469 21 16 00 

461 2125 21 

462 21 34 44 

463 2 1 43 69 

464 21 52 96 

465 21 62 25 

466 21 71 56 

467 2 1 80 89 

468 21 90 24 

469 21 99 61 

470 22 09 00 

471 22 18 41 

472 22 27 84 

473 22 37 29 

474 22 46 76 

475 22 56 25 

476 22 65 76 

477 22 75 29 

478 22 84 84 

479 22 94 41 

480 23 04 00 

431 23 13 61 

482 23 23 24 

483 23 32 89 
434 23 42 56 

485 23 52 25 

486 23 61 96 
437 23 71 69 

488 23 81 44 

489 23 91 21 

490 24 01 00 


91 733 851 

92 345 408 

92 959 677 

93 576 664 

94 196 375 

94 818 816 

95 443 993 

96 071 912 

96 702 579 

97 336 000 

97 972 181 

98 611 128 

99 252 847 
99 897 344 

100 544 625 

101 194 696 

101 847 563 

102 503 232 

103 161 709 

103 823 000 

104 487 111 

105 154 048 

105 823 817 

106 496 424 

107 171 875 

107 850 176 

108 531 333 

109 215 352 

109 902 239 

110 592 000 

111 284 641 
111980 168 

112 678 587 

113 379 904 

114 084 125 

114 791 256 

115 501 303 

116 214 272 

116 930 169 

117 649 000 


21,2368 

21,2603 

21,2838 

21,3073 

21,3307 

21,3542 

21,3776 

21,4009 

21,4243 

21,4476 

21,4709 
21,4942 
21,5174 
21,5407 
21,5639 
21,5870 
21,6102 
21 6333 
21,6564 
21,6795 

21,7025 

21,7256 

21,7486 

21,7715 

21,7945 

21,8174 

21,8403 

21,8632 

21,8861 

21,9089 

21,9317 

21,9545 

21,9773 

22,0000 

22,0227 

22,0454 

22,0681 

22,0907 

22,1133 

22,1352 


49124 10 81 118 370 771 



Tabela de Quadrados e Cubos 





n n~ 


501 25 10 01 

502 25 20 04 

503 25 30 09 

504 25 40 16 

505 25 50 25 

506 25 60 36 

507 25 70 49 

508 25 80 64 

509 25 90 81 

510 26 01 00 

511 26 11 21 

512 26 2144 

513 26 31 69 

514 26 41 96 

515 26 52 25 

516 26 62 56 

517 26 72 89 

518 26 83 24 

519 26 93 61 

520 27 04 00 

521 27 14 41 

522 27 24 84 

523 27 35 29 

524 27 45 76 

525 27 56 25 

526 27 66 76 

527 27 77 29 

528 27 87 84 

529 27 98 41 

530 28 09 00 

531 28 19 61 

532 28 30 24 

533 28 40 89 

534 28 51 56 

535 28 62 25 

536 2872 96 

537 28 83 69 

538 2894 44 

539 29 05 21 

540 29 16 00 

541 29 26 81 

542 29 37 64 

543 29 48 49 

544 29 59 36 

545 29 7 0 25 

546 29 81 16 

547 29 92 09 

548 30 03 04 

549 30 14 01 

550 30 25 00 


o 


125 751 501 

126 506 008 

127 263 527 

128 024 064 

128 787 625 

129 554 216 

130 323 -843 

131 096 512 

131 872 220 

132 651 000 

133 432 831 

134 217 728 

135 005 697 

135 796 744 

136 590 875 

137 388 096 

138 188 413 

138 991 832 

139 798 359 

140 608 000 

141 420 761 

142 236 648 

143 055 667 

143 877 824 

144 703 125 

145 531 576 

146 363 183 

147 197 952 

148 035 889 

148 877 000 

149 721 291 

150 568 768 
151419 437 

152 273 304 

153 130 375 

153 990 656 

154 854 153 

155 720 872 

156 590 819 

157 464 000 

158 340 421 

159 220 088 

160 103 007 

160 989 184 

161 878 625 

162 771 336 

163 667 323 

164 566 592 

165 469 149 

166 375 000 


22,3830 

22,4054 

22,4277 

22,4499 

22,4722 

22,4944 

22,5167 

22,5389 

22,5610 

22,5832 

22,6053 

22,6274 

22,6495 

22,6716 

22,6936 

22,7156 

22,7376 

22,7596 

22,7816 

22,8035 

22,8254 

22,8473 

22,8692 

22,8910 

22,9129 

22,9347 

22,9565 

22,9783 

23,0000 

23,0217 

23,0434 

23,0651 

23,0868 

23,1084 

23,1301 

23,1517 

23,1733 

23,1948 

23,2164 

23,2379 

23,2594 

23,2809 

23,3024 

23,3238 

23,3452 

23,3666 

23,3880 

23,4094 

23,4307 

23,4521 


n 


551 30 36 01 

552 30 47 04 

553 30 58 09 

554 30 69 16 

555 30 80 25 

556 30 91 36 

557 31 02 49 
55S 31 13 64 

559 31 24 81 

560 31 36 00 

5613147 21 

562 31 58 44 

563 31 69 69 

564 31 80 96 

565 31 92 25 
56S 32 03 56 
567 32 14 89 

558 32 26 24 

569 32 37 61 

570 32 49 00 



1 

i 



5 ? K 











3 




Ex 




1 230 

2 262 


583 34 57 44 203 297 472 

589 34 69 21 204 336 469 

590 34 81 00 205 379 000 


591 34 92 81 

592 35 04 64 

593 35 16 49 

594 35 28 36 

595 35 40 25 
595 35 52 16 

597 35 64 09 

598 35 76 04 

599 35 83 01 

600 36 00 00 


206 425 071 

207 474 688 

208 527 857 

209 584 584 

210 644 875 

211 708 736 

212 776 173 

213 847 192 

214 921 799 
216 000 000 


23,7697 

23,7908 

23,8118 

23,8328 

23,8537 


23,8 


23,8956 

23,9165 

23,9374 

23,9583 

23,9792 

24,0000 

24,0208 

24,0416 

24,0624 


24,1039 

24,1247 

24,1454 

24,1661 

24,1868 

24,2074 

24,2281 

24,2487 

24,2693 


24,3105 

24,3311 

24,3516 


24,3926 

24,4131 

24,4336 

24,4540 

24,4745 

24,4949 
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Tabela de Quadrados e Cubos 211 


n 

n 2 

n 3 

V n 

3 

V n 

n 

n 2 

n 3 

V n 

3 

■\Jn 

701 

49 14 01 

344 472 101 

26,4764 

8,8833 

751 

56 40 01 

423 564 751 

27,4044 

9,0896 

702 

49 28 04 

345 948 408 

26,4953 

8,8875 

752 

56 55 04 

425 259 008 

27,4226 

9,0937 

703 

49 42 09 

347 428 927 

26,5141 

8,8917 

7S3 

56 70 09 

42® 957 777 

27,4408 

9,0977 

704 

49 56 16 

348 913 664 

26,5330 

8,8959 

754 

56 85 16 

428 661 004 

27,4591 

9,1017 

705 

49 70 25 

350 402 625 

26,5518 

8,9001 

755 

57 00 25 

430 368 875 

27,4773 

9,1057 

708 

49 84 36 

351 895 816 

26,5707 

8,9043 

75S 

57 15 36 

432 081 216 

27,4955 

9,1098 

707 

49 98 49 

353 393 243 

26,5895 

8,9085 

757 

57 30 49 

433 798 093 

27,5136 

9,1138 

703 

50 12 64 

354 894 912 

26,6083 

8,9127 

755 

57 45 64 

435 519 512 

27,5318 

9,1178 

709 

50 26 81 

356 400 829 

26,6271 

8,9169 

759 

57 60 81 

437 245 479 

27,5500 

9,1218 

710 

50 41 00 

357 911 000 

26,6458 

8,9211 

780 

57 76 00 

438 976 000 

27,5681 

9,1258 

711 

50 55 21 

359 425 431 

26,6646 

8,9253 

7S1 

57 91 21 

440 711 081 

27,5862 

9,1298 

712 

50 69 44 

360 944 128 

26,6833 

8,9295 

7S2 

58 06 44 

442 450 728 

27,6043 

9,1338 

713 

50 83 69 

362 467 097 

26,7021 

8,9337 

7S3 

58 21 69 

444 194 947 

27,6225 

9,1378 

714 

50 97 96 

363 994 344 

26,7208 

8,9378 

764 

58 36 96 

445 943 744 

27,6405 

9,1418 

715 

51 12 25 

365 525 875 

26,7395 

8,9420 

765 

58 52 25 

447 697 125 

27,6586 

9,1458 

716 

51 26 56 

367 061 696 

26,7582 

8,9462 

766 

58 67 56 

449 455 096 

27,6767 

9,1498 

717 

51 40 89 

368 601 813 

26,7769 

8,9503 

767 

58 82 89 

451 217 663 

27,6948 

9,1537 

718 

51 55 24 

370 146 232 

26,7955 

8,9545 

768 

58 98 24 

452 984 832 

27,7128 

9,1677 

719 

5169 61 

371 694 959 

26,8142 

8,9587 

769 

59 13 61 

454 756 609 

27,7308 

9,1617 

720 

51 84 00 

373 248 000 

26,8328 

8,9628 

770 

59 29 00 

456 533 000 

27,7489 

9,1657 

721 

51 98 41 

374 805 361 

26,8514 

8,9670 

771 

59 44 41 

458314011 

27,7669 

9,1696 

722 

52 12 84 

376 367 048 

26,8701 

8,9711 

772 

59 59 84 

460 099 648 

27,7849 

9,1736 

723 

52 27 29 

377 933 067 

26,8887 

8,9752 

773 

59 75 29 

461889 917 

27,8029 

9,1775 

724 

52 41 76 

379 503 424 

26,9072 

8,9794 

774 

59 90 76 

463 684 824 

27,8209 

9,1816 

725 

52 56 25 

381 078 125 

26,9258 

8,9835 

775 

60 06 25 

465 484 375 

27,8388 

9,1855 

726 

52 70 76 

382 657 176 

26,9444 

8,9876 

776 

60 21 76 

407 288 576 

27,8568 

9,1894 

727 

52 85 29 

384 240 583 

26,9629 

8,9918 

777 

60 37 29 

469 097 433 

27,8747 

9,1933 

728 

52 99 84 

385 828 352 

26,9815 

8,9959 

778 

60 52 84 

470 910 952 

27,8927 

9,1973 

729 

53 14 41 

387 420 489 

27,0000 

9,0000 

779 

60 68 41 

472 729 139 

27,9106 

9,2012 

730 

53 29 00 

389 017 000 

27,0185 

9,0041 

780 

60 84 00 

474 552 000 

27,9285 

9,2052 

731 

53 43 61 

390 617 891 

27,0370 

9,0082 

781 

60 99 61 

476 379 541 

27,9464 

9,2091 

732 

53 58 24 

392 223 168 

27,0555 

9,0123 

782 

61 15 24 

478 211 768 

27,9643 

9,2130 

733 

53 72 89 

393 832 837 

27,0740 

9,0164 

783 

61 30 89 

480 048 687 

27,9821 

9,2170 

734 

53 87 50 

395 446 904 

27,0924 

9,0205 

781 

61 46 56 

481 890 304 

28,0000 

9,2209 

735 

54 02 25 

397 065 375 

27,1109 

9,0246 

785 

61 62 25 

483 736 625 

28,0179 

9,2248 

738 

54 16 96 

398 688 256 

27,1293 

9,0287 

78S 

61 77 96 

485 587 656 

28,0357 

9,2287 

737 

54 31 69 

400 315 553 

27,1477 

9,0328 

787 

61 93 69 

487 443 403 

28,0535 

9,2326 

738 

54 46 44 

401 947 272 

27,1662 

9,0369 

738 

62 09 44 

489 303 872 

28,0713 

9,2365 

739 

54 61 21 

403 583 419 

27,1846 

9,0410 

789 

62 25 21 

491 169 069 

28,0891 

9,2404 

740 

54 76 Op 

405 224 000 

27,2029 

9,0450 

790 

62 41 00 

493 039 000 

28,1069 

9,2443 

741 

54 90 81 

406 869 021 

27,2213 

9,0491 

791 

62 56 81 

494 913 671 

28,1247 

9,2482 

742 

55 05 64 

408 518 488 

27,2397 

9,0532 

792 

62 72 64 

496 793 088 

28,1425 

9,2521 

743 

55 20 49 

410 172 407 

27,2580 

9,0572 

793 

62 88 49 

498 677 257 

28,1603 

9,2560 

744 

55 35 36 

411 830 784 

27,2764 

9,0613 

794 

63 04 36 

500 566 184 

28,1780 

9,2599 

745 

55 50 25 

413 493 625 

27,2947 

9,0654 

795 

63 20 25 

502 459 875 

28,1957 

9,2638 

746 

55 65 16 

415 160 936 

27,3130 

9,0694 

796 

63 36 16 

504 358 336 

28,2135 

9,2677 

747 

55 80 09 

416 832 723 

27,3313 

9,0735 

797 

63 52 09 

506 261 573 

28,2312 

9,2716 

748 

55 95 04 

418 508 992 

27,3496 

9,0775 

798 

63 68 04 

508 169 592 

23,2489 

9,2754 

749 

56 10 01 

420 189 749 

27,3679 

9,0816 

799 

53 84 01 

510 082 399 

28,2666 

9,2793 

750 

56 25 00 

421 875 000 

27,3861 

9,0856 

800 

54 00 00 

512 000 000 

28,2843 

9,2832 


o 

o 

o 

© 

© 

© 

© 

a 

© 

o 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

©I 

© 

© 

© 




















Elementos de Matematica 



801 64 16 01 

802 64 32 04 

803 64 48 09 

804 64 64 16 

805 64 80 25 

806 64 96 36 

807 65 12 49 
80S 65 28 64 

809 65 44 81 

810 65 61 00 

811 65 77 21 

812 65 93 44 

813 66 09 69 

814 66 25 96 

815 66 42 25 

816 66 58 56 

817 66 74 89 

818 66 91 24 

819 67 07 61 

820 67 24 00 

82167 40 41 

822 67 56 84 

823 67 73 29 

824 67 89 76 

825 68 06 25 

826 68 22 76 

827 68 39 29 

828 68 55 84 

829 68 72 41 

830 68 89 00 

831 69 05 61 

832 69 22 24 

833 69 38 89 

834 69 55 56 

835 69 72 25 

836 69 88 96 

837 70 05 69 

838 70 22 44 

839 70 39 21 

840 70 56 00 

841 70 72 81 

842 70 89 64 

843 7106 49 

844 71 23 36 

845 7140 25 

846 71 57 16 

847 71 74 09 

848 71 91 04 

849 72 08 01 

850 72 25 00 


513 922 401 
515 849 608 
517 781 627 
519 718 464 
521 660 125 
523 606 616 
525 557 943 
527 514 112 
529 475 129 
531441 000 

533 411 731 
535 387 328 
537 367 797 
539 353 144 
541 343 375 
543 338 496 
545 338 513 
547 343 432 
549 353 259 
551 368 000 

553 387 661 
555 412 248 
557 441 767 
559 476 224 
561515 625 

583 559 976 
565 609 283 
567 663 552 
569 722 789 
571 787 000 

573 856 191 | 
575 930 368 
578 009 537 
580 093 704 
582 182 875 

584 277 056 
586 376 253 
588480 472 
590 589 719 
592 704 000 

594 823 321 
596 947 688 
599 077 107 
601 211 584 
603 351 125 
605 495 736 
607 645 423 
609 800 192 
611960 049 
614 125 000 


28,3019 8 
28,3196 9 
28,3373 9 
28,3549 9 
28,3725 9 
28,3901 9 
28,4077 9 
28,4253 9 
28,4429 9 
28,4605 < 

28,4781 ' 
28,4956 < 
28,5132 
28,5307 
28,5482 
28,5657 
28,5832 
28,6007 
28,6182 
28,6356 1 

28,6531 

28,6705 

28,6880 

28,7054 

28,7228 

28,7402 

28,7576 

28,7750 

28,7924 

28,8097 

28,8271 

28,8444 

28,8617 

28,8791 

28,8964 

28,9137 

28,9310 

28,9482 

28,9655 

28,9828 

29,0000 

29,0172 

29,0345 

29,0517 

29,0689 

29,0861 

29,1033 

29,1204 

29,1376 

29,1548 



851 72 42 01 

852 72 59 04 

853 72 76 09 

854 72 93 16 

855 73 10 25 

856 73 27 36 

857 73 44 49 

858 73 61 64 

859 7378 81 

860 73 96 00 

861 74 13 21 

852 7430 44 

853 74 47 69 
884 74 64 96 
865 74 82 25 
8S6 74 99 56 

867 75 16 89 

868 75 34 24 

869 75 51 61 

870 75 69 00 

8717586 41 

872 76 03 84 

873 76 21 29 

874 76 38 76 

875 76 56 25 

876 76 73 76 

877 76 9i 29 

878 77 08 84 

879 77 26 41 

880 7744 00 

881 77 61 61 

882 77 79 24 

883 77 96 89 
. 884 78 14 56 

885 78 32 25 

886 7849 96 

887 7867 69 

888 7885 44 

889 7903 21 

890 79 21 00 

891 79 38 81 

892 79 56 64 

893 79 74 49 

894 79 92 36 

895 80 10 25 

896 80 28 16 

897 8046 09 

898 80 64 04 

899 80 82 01 
S00 81 00 00 


616 295 051 
618 470 208 
620650 477 
622 835 864 
1625 026 375 
627 222 016 
629 422 793 
631628 712 
633 839 779 
636 056 000 

638 277 381 
640 503 928 
642 735 647 
644 972 544 
1647 214 625 
,649 461 896 
651714 363 
653 972 032 
656 234 909 
658 503 000 

660776 311 
663 054 848 
665 338 617 
667 627 624 
669 921 875 
672 221 376 
674 526 133 
676 836 152 
679 151 439 
681 472 000 

683 797 841 
686 128 968 
688 465 387 
690 807 104 
693 154 125- 
695 506 456 
697 864 103 
700 227 072 
702 595 369 
704 969 000 

707 347 971 
709 732 288 
712 121 957 
714 516 984 
716 917 375 ! 
719 323 136 
721 734 273 
724 150 792 
726 572 699 
729 000 000 


29,1719 1 

29,1890 ( 

29,2062 

29,2233 

29,2404 

29,2575 

29,2746 

29,2916 

29,3087 

29,3258 

29,3428 

29,3598 

29,3769 

29,3939 

29,4109 

29,4279 

29,4449 

29,4618 

29,4788 

29,4958 

29,5127 

29,5296 

29,5466 

29,5635 

29,5804 

29,5973 

29,6142 

29,6311 

29,6479 

29,6648 

29,6816 j 

29,6985 

29,7153 

29,7321 

29,7489 

29,7658 

29,7825 

29,7993 

29,8161 

29,8329 





901 8118 01 

902 81 36 04 

903 81 54 09 

904 81 72 16 

905 81 90 25 

906 82 08 36 

907 82 26 49 

908 82 44 64 

909 82 62 81 

910 82 81 00 

911 82 99 21 

912 83 17 44 

913 83 35 69 

914 83 53 96 

915 83 72 25 

916 83 90 56 

917 84 08 89 

918 84 27 24 

919 84 45 61 

920 84 64 00 

921 84 82 41 

922 85 00 84 

923 85 19 29 

924 85 37 76 

925 85 56 25 

926 85 74 76 

927 85 93 29 

928 86 11 84 

929 86 30 41 

930 86 49 00 

931 86 67 61 

932 86 86 24 

933 87 04 89 

934 87 23 56 

935 87 42 25 

936 87 60 96 

937 87 79 69 

938 87 98 44 

939 88 17 21 

940 88 36 00 

941 88 54 81 

942 88 73 64 

943 88 92 49 

944 89 11 36 

945 89 30 25 

946 89 49 16 

947 89 68 09 

948 89 87 04 

949 90 06 01 

950 90 25 00 


731 432 701 
733 870 808 
736 314 327 
738 763 264 
741 217 625 
743 677 416 
746 142 643 
748 613 312 
751 089 429 
753 571 000 

756 058 031 
758 550 528 
761 048 497 
763 551 944 
766 060 875 
768 575 296 
771 095 213 
773 620 632 
776 151 559 
778 688 COO 

781 229 961 
783 777 448 
786 330 467 
788 889 024 
791 453 125 
794 022 776 
796 597 983 
799 178 752 
801 765 089 
804 357 000 

806 954 491 
809 557 568 
812 166 237 
814 780 504 
817 400 375 
820 025 856 
822 656 953 
825 293 672 
827 936 019 
830 584 000 

833 237 621 
835 896 888 
838 561 807 
841 232 384 
843 908 625 
846 $90 536 
849 278 123 
851 971 392 
854 670 349 
857 375 000 


30,0167 

30,0333 

30,0500 

30,0666 

30,0832 

30,0998 

30,1164 

30,1330 

30,1496 

30,1662 

30,1828 

30,1993 

30,2159 

30,2324 

30,2490 

30,2655 

30,2820 

30,2985 

30,3150 

30,3315 

30,3480 

30,3645 

30,3809 

30,3974 

30,4138 

30,4302 

30,4467 

30,4631 

30,4795 

30,4959 

30,5123 

30,5287 

30,5450 

30,5614 

30,5778 

30,5941 

30,6105 

30,6268 

30,6431 

30,6594 

30,6757 

30,6920 

30,7083 

30,7246 

30,7409 

30,7571 

30,7734 

30,7896 

30,8058 

30,8221 


951 90 44 01 

952 90 63 04 

953 90 82 09 
S54 91 01 16 

955 91 20 25 

956 91 39 36 

957 91 58 49 

958 91 77 64 
S59 91 96 81 
9G0 92 16 00 

981 92 35 21 
962 92 54 44 

983 92 73 69 

984 92 92 96 

985 93 12 25 
966 93 31 56 

987 93 50 89 

988 93 70 24 
985 93 89 61 

970 94 09 00 

971 94 28 41 

972 94 47 84 

973 94 67 29 

974 94 86 76 

975 95 06 25 
978 95 25 76 

977 95 45 29 

978 95 64 84 

979 95 84 41 
S80 96 04 00 

98196 23 61 

982 96 43 24 

983 96 62 89 

984 96 82 56 

985 97 02 25 
988 97 21 96 

987 97 41 69 

988 97 61 44 

989 97 81 21 

990 9801 00 

991 98 20 81 

992 98 40 64 

993 98 60 49 

994 98 80 36 

995 99 00 25 

996 99 20 16 

997 99 40 09 

998 99 60 04 

999 99 80 01 
1080 1 milhao 


860 085 351 
862 801 408 
865 523 177 
868 250 664 
870 983 875 
873 722 816 
876 467 493 
879 217 912 
881 974 079 
884 736 000 

887 503 681 
890 277 128 
893 056 347 
895 841 344 
898 632 125 
901428 696 
904 231 063 
907 039 232 
909 853 209 
912 673 000 

915 498 611 
918 330 048 
921 167 317 
924 010 424 
926 859 375 
929 714 176 
932 574 833 
935 441 352 
938 313 739 
941 192 000 

944 076 141 
946 966 168 
949 862 087 
952 763 904 
955 671 625 
958 585 256 
961 504 803 
964 430 272 
967 361 669 
970299 000 

973 242 271 
976 191 488 
979 146 657 
982 107 784 
985 074 875 
988 047 936 
991 026 973 
994 011 992 
997 002 999 
I 1 bilhao 


30,8383 

30,8545 

30,8707 

30,8869 

30,9031 

30,9192 

30,9354 

30,9516 

30,9677 

30,9839 

31,0000 

31,0161 

31,0322 

31,0483 

31,0644 

31,0805 

31,0966 

31,1127 

31,1288 

31,1448 

31,1609 

31,1769 

31,1929 

31,2090 

31,2250 

31,2410 

31,2570 

31,2730 

31,2890 

31,3050 

31,3209 

31,3369 

31,3528 

31,3688 

31,3847 

31,4006 

31,4166 

31,4325 

31,4484 

31,4643 

31,4802 

31,4960 

31,5119 

31,5278 

31,5436 

31,5595 

31,5753 

31,5911 

31,6070 

31,6228 


9,9699 

9,9733 

9,9766 

9,9800 

9,9833 

9,9866 

9,9900 

9,9933 

9,9967 

10,0000 





